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Este trabalho trata o problema de controle de rastreamento do
ângulo de esterc¸o e velocidade longitudinal desejados pelo condutor
de um veículo inclinável de 3 rodas, enquanto mantém o ângulo de
inclinac¸ão dentro de uma margem de seguranc¸a pré-estabelecida de
modo a alcanc¸ar uma conduc¸ão segura e fácil em malha-fechada. A
idéia principal é projetar controladores que forcem o ângulo de inclina-
c¸ão e a velocidade longitudinal do veículo a rastrearem trajetórias de
referências adequadas, onde a trajetória de referência para o ângulo de
inclinac¸ão evolui dentro de uma margem de seguranc¸a pré-estabelecida.
A prática comum utilizada na literatura é determinar a estrutura do
controlador com base em modelos aproximados de ordem reduzida do
veículo. No presente trabalho, serão projetados controladores lineares
e não-lineares para tal problema de rastreamento diretamente em um
modelo de um protótipo de um veículo inclinável de 3 rodas com 9-GL
(graus de liberdade). Seis diferentes metodologias são usadas: contro-
ladores PID, Regulador Quadrático Linear (LQR), realimentac¸ão line-
arizante, controle por modos deslizantes de Slotine, Controle Vetorial
Unitário (UVC) de Utkin, e uma extensão do UVC proposta recente-
mente. Os resultados de simulac¸ão comparam os desempenhos destes
controladores sob condic¸ões nominais, assim como sob perturbac¸ões de
ventos externos e incertezas paramétricas de massa e altura do centro
de massa do veículo.
Palavras-chave: Veículo inclinável; Modelagem matemática; Con-
trole de inclinac¸ão; Seguranc¸a; Robustez; Trajetórias.

ABSTRACT
This works treats the control problem of tracking the steering an-
gle and longitudinal velocity desired by the driver of a tilting 3-wheeled
vehicle, while keeping its tilt angle within a pre-established safety mar-
gin, so as to achieve safe and easy driving in closed-loop. The key
idea is to design controllers that force the tilt angle and the longitu-
dinal velocity of the vehicle to track adequate reference trajectories,
where the reference trajectory for the tilt angle evolves within a pre-
established safety margin. A common practice in the literature is to
determine the controller structure based upon reduced order approx-
imate models of the vehicle. In the present work, one designs linear
and nonlinear controllers for such tracking problem directly on a 9-DOF
model of a prototype of a tilting 3-wheeled vehicle. Six different ap-
proaches are used: PID controllers, Linear Quadratic Regulator (LQR),
feedback linearization, sliding mode control of Slotine, Unity Vector
Control (UVC) of Utkin, and a recently proposed extension of UVC. The
simulation results compare the performance of these controllers under
nominal conditions, as well as under disturbances of the external wind
and parametric uncertainties on the mass and center of mass height of
the vehicle.
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1 INTRODUC¸ÃO
Um problema que tem se agravado nas últimas décadas na
maioria das metrópoles mundiais é o grande número de congestio-
namentos. Os quais apresentam como causas principais o aumento
da quantidade de automóveis em circulac¸ão, pois os mesmos ocu-
pam um espac¸o físico considerável nas rodovias e transportam, na
maioria das vezes, um número relativamente baixo de passagei-
ros [2,3]. Segundo estudos recentes, há cidades brasileiras que pos-
suem em média, 2 automóveis para cada 3 habitantes, com a maior
concentrac¸ão nas regiões Sudeste e Sul [4]. Além disso, um levan-
tamento realizado pelo Departamento Nacional de Trânsito (DENA-
TRAN) mostrou que os automóveis são o meio de transporte mais
utilizado na maioria das cidades brasileiras, representando cerca de
55,28 \% do total de veículos [5]. A Companhia de Engenharia de
Tráfego de São Paulo (CET-SP), realizou uma pesquisa na qual se
comprovou, que a taxa média de ocupac¸ão em São Paulo é de 1,4
passageiro por carro [6], e este índice sobe para 1,52 para a cidade
de Florianópolis [7].
Figura 1.1: Trânsito na cidade de Florianópolis-SC em um final de tarde com
chuva.
Fonte: [5].
A Figura 1.1 ilustra o trânsito noturno em Florianópolis. Este
cenário representa a realidade vivida diariamente pelas pessoas nes-
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sa e em outras cidades brasileiras. Esta situac¸ão se agrava ainda
mais em determinadas épocas do ano, principalmente no caso das
cidades turísticas, tal como Florianópolis. Uma maior concentrac¸ão
de veículos em circulac¸ão pelas rodovias, causa um incremento no
gasto de tempo e de combustível, aumentando por sua vez a emis-
são de gases poluentes na atmosfera. A grande preferência da popu-
lac¸ão brasileira pela utilizac¸ão de automóveis, é fortemente influ-
enciada pela inexistência de um servic¸o público de transporte que
atenda de maneira satisfatória a demanda dos usuários.
Em relac¸ão à utilizac¸ão de transporte coletivo, a frequente
superlotac¸ão devido à pequena quantidade de veículos disponíveis
dificulta o uso deste meio por grande parte da populac¸ão brasileira.
Outro problema é o aumento gradual do prec¸o das tarifas ao longo
do tempo, se tornando inviável em muitos casos, a sua utilizac¸ão
por famílias com grande quantidade de membros.
A utilizac¸ão da bicicleta e da motocicleta, possui a vanta-
gem de ser mais econômica como alternativa ao automóvel. Porém,
apresentam o inconveniente de dependerem das condic¸ões climá-
ticas, dificultando bastante a sua utilizac¸ão em dias frios ou chu-
vosos. Além disso, acidentes envolvendo motocicletas nas rodovias
brasileiras aumentam todos os anos, refletindo de certa forma a
inseguranc¸a deste meio de transporte, conforme apontam pesqui-
sas realizadas pelo DENATRAN [5]. Além destes fatores, a utilizac¸ão
da bicicleta também depende do relevo e das condic¸ões físicas do ci-
clista, tornando-se pouco atrativa em trajetos de longa distância que
exijam elevado esforc¸o físico. Outro fator agravante é a inseguranc¸a
dos ciclistas por terem de se locomover em meio aos veículos auto-
motores devido à falta de investimentos em ciclovias na maioria das
cidades brasileiras.
Portanto, a busca por inovac¸ões tecnológicas voltadas ao se-
tor de transportes é de grande relevância para o cenário atual. Base-
ado nisso, pesquisadores vêm buscando desenvolver soluc¸ões alter-
nativas de transporte que apresentem reduzido impacto ambiental
e social. Uma das alternativas são os veículos relativamente estrei-
tos e eficientes energeticamente, em comparac¸ão aos automóveis,
dentre os quais se enquadram como uma opc¸ão promissora os trici-
clos [8,9]. Inicialmente, os triciclos foram projetados como veículos
voltados para a prática esportiva [10], e ao longo dos anos foram
aprimorados sob a perspectiva de melhorar a mobilidade urbana
das pessoas.
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Figura 1.2: Vista lateral do protótipo do veículos de três rodas para dois
passageiros desenvolvido no Laboratório de Inovac¸ão (LI-UFSC).
Fonte: [10].
A Figura 1.2 representa a vista lateral do PVI3R, desenvol-
vido no Laboratório de Inovac¸ão (LI) da Universidade Federal de
Santa Catarina (UFSC), o qual é tema deste trabalho. Este veículo
apresenta duas rodas dianteiras e uma roda traseira, e permite o
transporte do motorista e de um passageiro em série.
A escolha de duas rodas traseiras ou duas rodas dianteiras no
projeto de triciclos, em geral baseia-se na teoria de pirâmide de es-
tabilidade, conforme discutido em [11]. Esta pirâmide pode ser de-
finida como o volume gerado entre os pontos de contato das rodas
com o solo, tendo como vértice superior o centro de gravidade do
veículo. A Figura 1.2 ilustra também a pirâmide de estabilidade as-
sociada ao protótipo. Nesta situac¸ão, o veículo encontra-se apoiado
sobre uma superfície plana (em equilíbrio), e então a resultante das
forc¸as atuantes sobre este sistema corresponde ao peso do veículo
somado ao dos passageiros (representada pelo vetor azul). Fazendo
a projec¸ão do vetor de forc¸a resultante, percebe-se que o mesmo
intercepta a base da pirâmide. Assim, a teoria da pirâmide de esta-
bilidade garante que, se essa resultante permanecer interna ao vo-
lume delimitado pela pirâmide, então o veículo irá permanecer em
equilíbrio. Porém, uma situac¸ão indesejável pode ocorrer quando
o veículo estiver em uma trajetória curva, caso em que o vetor de
forc¸a resultante poderá estar localizado em uma região externa ao
volume da pirâmide, o que resultará no tombamento do veículo.
O comportamento aerodinâmico e a estabilidade dos triciclos
é diretamente influenciada pela configurac¸ão do veículo com duas
rodas traseiras ou duas rodas dianteiras. Em veículos que possuem
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duas rodas traseiras, a parte frontal se torna crítica, visto que à me-
dida que a forc¸a resultante no veículo se aproxima da roda dianteira,
o volume da pirâmide de estabilidade se reduz. Neste caso, o centro
de gravidade do veículo deve estar localizado na parte traseira do
mesmo. Por outro lado, em veículos com duas rodas dianteiras, a
parte traseira se torna crítica, e o centro de gravidade deve estar lo-
calizado na parte da dianteira para se obter um grau de estabilidade
maior [12].
Cada projeto de triciclo, possui suas vantagens e desvanta-
gens quanto ao desempenho do veículo. O principal fator conside-
rado na escolha por duas rodas dianteiras no protótipo do triciclo
abordado no presente trabalho, é que ao se levar em conta as forc¸as
atuantes, a forc¸a motriz é menor do que a forc¸a de frenagem, o
que faz com que triciclos com duas rodas traseiras necessitem de
dimensões físicas maiores em comparac¸ão aos com duas rodas di-
anteiras, para se garantir que a forc¸a resultante continue dentro da
pirâmide de estabilidade durante uma frenagem brusca do veículo.
Considerando os fatores supracitados e o desejo de um veículo de
dimensões reduzidas, justifica-se a escolha de duas rodas dianteiras
no protótipo mencionado.
Dentro da classe de veículos de três rodas, existem os trici-
clos convencionais, os quais são projetados de forma a evitar o mo-
vimento de rolagem em relac¸ão ao plano vertical e não possibilitam
variac¸ões no ângulo de cambagem das rodas, permitindo ao moto-
rista conduzi-lo de forma semelhante a um veículo de quatro rodas.
Porém, veículos de três rodas possuem área da base da pirâmide de
estabilidade reduzida quando comparados aos veículos de quatro
rodas, havendo maiores riscos de queda durante uma curva.
Os triciclos que realizam o movimento de rolagem, o fazem
de maneira semelhante ao que faz um motociclista ao realizar uma
curva, conforme pode ser observado na Figura 1.3. Porém, diferen-
temente destes, a inclinac¸ão destes veículos de 3 rodas não será ma-
nipulada diretamente pelo condutor devido ao peso relativamente
elevado que os triciclos em geral apresentam.
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Figura 1.3: Movimentos de rolagem executados por um veículo de três rodas
e por uma motocicleta.
Fonte: Adaptada de [13].
Há duas tecnologias distintas utilizadas na literatura para re-
alizar o movimento de rolagem em veículos de três rodas, os quais
são conhecidos por sistema Steering Tilt Control (STC), que mani-
pula o ângulo de esterc¸o das rodas dianteiras do veículo, e o sistema
Direct Tilt Control (DTC), o qual utiliza um atuador dedicado para
produzir um torque sobre o eixo de rolagem do veículo [14, 15].
Como características principais, o sistema STC é indicado para altas
velocidades, por consumir menor energia para produzir elevados
valores de torque quando comparado ao sistema DTC, proporcio-
nando assim maior conforto aos passageiros durante as curvas, prin-
cipalmente. Outra vantagem do sistema STC é que este geralmente
pode ser acionado por atuadores de menores dimensões quando
comparado ao sistema DTC, reduzindo o peso total do veículo. Em
contrapartida, o sistema STC necessita de um sistema steer-by-wire
auxiliar, pois os comandos do condutor não estão conectados direta-
mente às rodas dianteiras do veículo, não sendo recomendado para
baixas velocidades onde há necessidade de um controle de direc¸ão
relativamente preciso. Atualmente, existem projetos de veículos que
utilizam a tecnologia STC combinada com a DTC, obtendo-se assim
as principais vantagens de cada uma delas para um determinada
aplicac¸ão [16].
Este movimento de rolagem, que pode ser realizado através
dos sistemas STC ou DTC, resultam na variac¸ão do ângulo de cam-
bagem das rodas do veículo, que é o ângulo formado pelo plano
vertical e o plano da roda, conforme é observado na Figura 1.4. A
convenc¸ão usual adotada na literatura é que este ângulo assume o
valor positivo quando a roda é inclinada para a esquerda, e o valor
negativo quando a roda é inclinada para a direita. Quando a roda é
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submetida a uma carga constante e um ângulo de cambagem, ocor-
rerá uma deformac¸ão desigual nos pneus, conforme a Figura 1.4,
produzindo assim uma forc¸a lateral denominada forc¸a de camba-
gem, a qual permite que os triciclos inclináveis e motocicletas con-
sigam realizar as trajetórias que apresentem um determinado raio
de curvatura não-nulo [17].
Figura 1.4: Orientac¸ão do ângulo de cambagem da roda do veículo quando
submetida a uma carga
Fonte: Adaptada de [18].
1.1 MOTIVAC¸ÃO DO PROBLEMA TRATADO
Nesta sec¸ão, será explicada a dificuldade técnica de conduc¸ão
e a inseguranc¸a no transporte de passageiros quando o protótipo do
veículo inclinável de três rodas utilizado neste trabalho é controlado
manualmente pelo condutor.
A Figura 1.5a ilustra a vista frontal do triciclo tema desta
dissertac¸ão, ao realizar o movimento de rolagem \phi (t), quando este
se desloca sobre uma trajetória que apresenta um raio de curvatura
não-nulo. Este movimento é obtido através da variac¸ão do ângulo
de esterc¸o \delta (t) produzido pelas duas rodas dianteiras do veículo,
conforme ilustra a Figura 1.5b, utilizando para isto a tecnologia
STC.
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Figura 1.5: (a) Vista frontal do projeto do veículo de três rodas (LI-UFSC) ao
realizar o movimento de rolagem \phi (t), e (b) vista superior da roda dianteira do
veículo com o ângulo de esterc¸o \delta (t) produzido.
(a) (b)
Fonte: Adaptada de [10].
Um problema entretanto, é que se este movimento de rola-
gem for realizado em malha-aberta, a forc¸a resultante de cambagem
poderá estar localizada externamente ao volume gerado pela pirâ-
mide de estabilidade do protótipo, fazendo com que o veículo apre-
sente um tombamento no momento da execuc¸ão deste movimento.
Em outras palavras, o protótipo apresenta um comportamento se-
melhante a um pêndulo invertido em relac¸ão a dinâmica de \phi (t), fa-
zendo com que o veículo muito provavelmente caia quando pertur-
bac¸ões externas inevitavelmente o tirem do seu equilíbrio na ver-
tical, tornando a sua conduc¸ão inviável de ser realizada manual-
mente pelo condutor. Assim, é necessário utilizar estratégias de con-
trole automático em malha-fechada que fornec¸am garantias de es-
tabilidade para o movimento de rolagem do veículo, e que permita
que este seja conduzido de maneira relativamente simples e com
seguranc¸a para o transporte dos passageiros.
Diferentemente de trabalhos anteriores [10, 17], neste traba-
lho os controladores serão projetados diretamente sobre um mo-
delo não-linear de um triciclo inclinável que possui nove graus de
liberdade (9-GL) e foi obtido a partir de uma metodologia Euler-
Lagrange multicorpos [19]. O problema de controle a ser tratado é
de natureza não-linear e multivariável. As duas entradas são \delta (t) e
T\mathrm{m}(t), onde \delta (t) é o ângulo de esterc¸o produzido pelas rodas dian-
teiras, e T\mathrm{m}(t) é o torque mecânico aplicado na roda traseira para
produzir o movimento longitudinal. As duas saídas são \phi (t) e u(t),
onde \phi (t) é o ângulo de rolagem (em relac¸ão ao plano vertical), e
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u(t) é a velocidade longitudinal do veículo.
1.2 ESTADO DA ARTE PARA O CONTROLE DE INCLINAC¸ÃO DE
VEÍCULOS DE TRÊS E QUATRO RODAS
Para tratar o problema de controle de inclinac¸ão de um veí-
culo de quatro rodas, no trabalho proposto por [2] foram utilizados
dois controladores PID em cascata (double-loop PID). Estes proje-
tos foram realizados sobre um modelo linearizado do veículo, onde
foi assumido como ponto de operac¸ão a inclinac¸ão zero sob uma ve-
locidade constante. Foram obtidos resultados satisfatórios em que
o veículo permaneceu estável durante variac¸ões da inclinac¸ão e
mudanc¸as de velocidade. Entretanto, os sinais de controle produ-
zidos bem como os comandos utilizados pelo condutor não foram
mostrados, e não temos idéia da dificuldade técnica de conduc¸ão
do veículo.
Considerando também um veículo de quatro rodas, os traba-
lhos [14], [20] e [21] utilizam para o projeto dos controladores
uma bicicleta de 3-GL. Para isto, este modelo foi linearizando em
torno do ponto de operac¸ão inclinac¸ão zero e a velocidade longi-
tudinal do veículo é tratada como um parâmetro variante. Para a
estabilizac¸ão da inclinac¸ão do veículo, em [20] foi proposta uma
abordagem baseada em um regulador linear quadrático (LQR), em
[21] foi proposto um controlador LPV (Linear Parameter Varying)
e em [14] foi utilizada a técnica de controle H2. Com base no mo-
delo não-linear da bicicleta, em [22] foi projetado um controlador
baseado na teoria de platitude (flatness). Nestes trabalhos, além da
estabilizac¸ão da inclinac¸ão, assegurou-se também o rastreamento
de trajetórias de referência relativas à posic¸ão do veículo de quatro
rodas no plano de deslocamento. No entanto, estas estratégias de
controle apresentam a limitac¸ão de dependerem de um modelo in-
terno linear para representar o comportamento do condutor, o que
pode ser considerado um comportamento artificial.
Para o controle de inclinac¸ão referentes a veículos de três ro-
das com 3-GL, em [23] foi proposto um controlador proporcional-
derivativo (PD) e em [24] foi utilizado um regulador linear quadrá-
tico (LQR). Ambos controladores foram projetados sobre modelos
linearizados do veículo, considerando como ponto de operac¸ão a
velocidade constante e inclinac¸ão nula. Ainda em [24] foi utilizada
uma estrutura de predic¸ão com o controlador LQR para antecipar o
movimento de inclinac¸ão realizado pelo veículo durante uma curva,
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para reduzir o torque necessário. Nestes trabalhos foram assegura-
das a estabilizac¸ão do triciclo para diversas condic¸ões de operac¸ão,
além de obterem significativa reduc¸ão no consumo de energia. Po-
rém, em ambas estratégias de controle, é utilizado um modelo in-
terno para representar as intenc¸ões do condutor, comportamento
este que é considerado artificial.
Para tratar o problema de controle de inclinac¸ão para veículos
de três rodas com 4-GL, no trabalho [25] foi proposto um controla-
dor LQR e em [26] foi utilizado um controlador projetado com o dia-
grama de bode (resposta em frequência). Estes controladores foram
projetados sobre os modelos linearizados correspondentes aos veí-
culos, considerando como ponto de operac¸ão velocidade constante
e inclinac¸ão zero. Estes trabalhos apresentaram resultados onde os
veículos permaneceram estáveis durante mudanc¸as da inclinac¸ão
mantendo a velocidade constante. Porém, nestas estratégias de con-
trole, o comando ângulo de esterc¸o utilizado pelo condutor neces-
sita a todo instante de um mecanismo de correc¸ão, não represen-
tando portanto, uma conduc¸ão dita transparente ao motorista, o
que torna a conduc¸ão relativamente difícil.
Para o controle de inclinac¸ão de triciclos com 6-GL, em [27]
foi utilizado um controlador Proporcional- integral (PI) e [28] foi
proposto um controlador PID por ganho escalonado (Gain Schedu-
ling) dependente da velocidade longitudinal do veículo. Tais proje-
tos foram realizados sobre os modelos linearizados dos veículos, as-
sumindo como ponto de operac¸ão o ângulo de inclinac¸ão nulo e ve-
locidade longitudinal constante. Já em [29] foi utilizado um contro-
lador baseado em lógica fuzzy. O controlador proposto em [28] per-
mitiu o veículo se manter estável a mudanc¸as de velocidade e com
poucas oscilac¸ões na inclinac¸ão, diferentemente de [27] que conse-
guiu estabilizar o veículo somente para velocidades baixas e [29]
assumiu velocidade constante para todos os casos. Estes trabalhos
no entanto, não garantem o rastreamento do ângulo de esterc¸o e
velocidade desejados pelo condutor.
Considerando o mesmo projeto do veículo inclinável de três
rodas com 9-GL, os trabalhos anteriores [9, 17, 30–32], resolveram
o problema de controle descrito na sec¸ão 1.3, pelo uso controlado-
res baseados em modos deslizantes. Porém, como o modelo do veí-
culo utilizado é de ordem elevada (9-GL), os controladores foram
projetadas sobre uma dinâmica simplificada de ordem reduzida do
veículo, que corresponde a um modelo de uma bicicleta (2-GL), e
os ganhos do controlador para o veículo foram ajustados heuristi-
camente. Ainda, no trabalho [10, 32] foi feita uma comparac¸ão de
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desempenho entre o controlador por modos deslizantes e um con-
trolador PID. Tal controlador PID foi projetado com base no modelo
linearizado do triciclo assumindo como ponto de operac¸ão veloci-
dade constante e ângulo de inclinac¸ão nulo.
1.3 OBJETIVOS DA DISSERTAC¸ÃO
O objetivo principal desta dissertac¸ão é projetar, para um mo-
delo do projeto do veículo inclinável de três rodas de 9-GL, controla-
dores que mantenham, em malha-fechada, o ângulo de esterc¸o das
rodas dianteiras \delta (t) e a velocidade longitudinal u(t) do veículo re-
lativamente próximos do ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) e velocidade u\mathrm{d}(t)
desejados pelo condutor, respectivamente, ao mesmo tempo em que
o ângulo \phi (t) de rolagem é mantido dentro de uma margem de
seguranc¸a pré-estabelecida. Isto permitirá uma conduc¸ão relativa-
mente simples e segura em malha-fechada para o transporte de pas-
sageiros. A idéia principal é que estes controladores forcem o ân-
gulo de rolagem \phi (t) e a velocidade longitudinal u(t) do veículo a
rastrearem trajetórias adequadas de referência \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), respec-
tivamente, onde | \phi \mathrm{r}(t)| , evolui dentro da margem pré-estabelecida
de \pi /6 rad = 30\circ (graus). A gerac¸ão das trajetórias, \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t)
é determinada por um algoritmo Gerador de Trajetórias que se ba-
seia nos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor e em uma
dinâmica simplificada de ordem reduzida para \phi (t), dada por um
modelo de 2-GL de uma bicicleta.
Ressalta-se que se trata de um sistema Steer-by-Wire (STB)
ou seja, não há acoplamento mecânico entre \delta \mathrm{d}(t) e \delta (t). A estra-
tégia de controle em malha-fechada utilizada para se resolver o
problema de rastreamento descrito acima é explicada em maiores
detalhes no capítulo Capítulo 3.
Diferentemente da prática comum utilizada na literatura, nas
quais os controladores são projetados em modelos simplificados de
ordem reduzida do veículo, propõe-se neste trabalho projetar dire-
tamente sobre o modelo de 9-GL do protótipo:
\bullet PID com compensac¸ão da não-linearidade estática, com base
na metodologia utilizada em [17];
\bullet Regulador linear quadrático, utilizando a abordagem via desi-
gualdades matriciais lineares apresentada em [33];
\bullet Controle por modos deslizantes, proposto em [34];
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\bullet Controle vetorial unitário, apresentado em [35];
\bullet Controle vetorial unitário estendido, recentemente desenvol-
vida em [36];
\bullet Realimentac¸ão linearizante, conforme [37].
note que os dois primeiros controladores correspondem a metodo-
logias lineares e as demais são não-lineares.
Ressalta-se que o controlador PID utilizado em [17] foi pro-
jetado com base em func¸ões de transferências identificadas nume-
ricamente através de algoritmos computacionais. No presente tra-
balho, mostraremos que tais func¸ões de transferências podem ser
obtidas analiticamente pela determinac¸ão do sistema linearizado
associdado ao modelo não-linear de 9-GL. Desse modo, propõe-se
aqui uma metodologia analítica, direta e simples para se determinar
essas func¸ões de transferências de maneira exata.
Para as simulac¸ões, inicialmente serão utilizados os coman-
dos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor obtidos a partir de [17].
Porém, conforme será mostrado, tais comandos apresentam varia-
c¸ões bruscas, não correspondendo assim a um comportamento rea-
lista de um condutor. Em um segundo momento, as simulac¸ões se-
rão refeitas com estas trajetórias suavizadas por filtros lineares de
primeira ordem, a fim analisar se há melhoria de desempenho em
malha-fechada dos controladores sob condic¸ões nominais (sem per-
turbac¸ões externas nem incertezas paramétricas) e sob as perturba-
c¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo.
Além disso, diferentemente de [10,17], este trabalho conside-
rará ainda situac¸ões em que o condutor do triciclo deseja percorrer
uma trajetória circular (\delta \mathrm{d}(t) constante) e também desviar de obs-
táculos (\delta \mathrm{d}(t) senoidal). Para estas situac¸ões, as simulac¸ões serão
realizadas todas sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétri-
cas no veículo, representando assim a realidade de uma conduc¸ão.
As principais contribuic¸ões da presente dissertac¸ão de mes-
trado foram:
1. Projetar controladores lineares e não-lineares diretamente so-
bre o modelo completo de 9-GL do veículo;
2. Considerac¸ão de trajetórias desejadas pelo condutor mais rea-
listas e próximas de situac¸ões práticas;
3. Projeto de controladores robustos;
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4. Os esforc¸os de controle e a dinâmica do ângulo de rolagem do
veículo em malha-fechada foram cuidadosamente analisados
para se avaliar, ajustar e escolher os controladores.
1.4 ARTIGOS CIENTÍFICOS PRODUZIDOS
A presente pesquisa de mestrado resultou na publicac¸ão de
dois artigos técnicos em congressos:
\bullet Morita, L. Y. and Roqueiro, N. and Silveira, H. B. Steering and
Velocity Tracking of a Tilting Three-Wheeled Vehicle Using
Sliding Mode Control. In: IEEE-14th International Workshop
on Variable Structure Systems - (VSS2016), 2016. (O artigo
encontra-se disponível no Apêndice 1);
\bullet Morita, L. Y. and Roqueiro, N. and Silveira, H. B. Rastrea-
mento de Ângulo de Esterc¸o e Velocidade Longitudinal
para um Veículo Inclinável de Três Rodas. In: Anais do XXI
Congresso Brasileiro de Automática (CBA-2016), 2016. (O ar-
tigo encontra-se disponível no Apêndice 2).
1.5 ORGANIZAC¸ÃO DA DISSERTAC¸ÃO
Nesta sec¸ão, descreveremos como esta dissertac¸ão encontra-
se organizada:
No Capítulo 2, o modelo matemático do protótipo do veículo
inclinável de 3 rodas de 9-GL, considerado neste trabalho, é dedu-
zido a partir de uma metodologia Euler-Lagrange multicorpos. Tal
modelo será utilizado para se projetar no Sec¸ão 3.1, os controlado-
res por realimentac¸ão linearizante, controle por modos deslizantes,
controle vetorial unitário (UVC) e a versão estendida proposta re-
centemente para o UVC. Neste capítulo ainda, mostraremos o mo-
delo linearizado do veículo representado em espac¸o de estados e
func¸ões de transferência, necessários para se projetar o controlador
LQR e controladores PID respectivamente, também desenvolvidos
no Sec¸ão 3.1. As func¸ões de transferências obtidas neste trabalho
de maneira analítica e direta, serão comparadas com as que foram
obtidas por [17], que utilizou métodos numéricos de identificac¸ão
na simulac¸ão computacional do modelo não-linear de 9-GL.
No Capítulo 3, explicamos em detalhes a estratégia de con-
trole em malha-fechada utilizada nesta dissertac¸ão juntamente com
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a soluc¸ão proposta para tratar o problema descrito na sec¸ão 1.3 de
rastreamento das trajetórias \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejadas pelo condutor.
No Sec¸ão 3.1, realizamos os projetos dos controladores utili-
zados nesta dissertac¸ão para tratar o problema de rastreamento das
trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t). Para isto, são utilizadas me-
todologias lineares: controlador LQR com base em desigualdades
matriciais lineares (LMIs), controladores PID com compensac¸ão es-
tática da não-linearidade, e ainda metodologias não-lineares: con-
trole por modos deslizantes, controle vetorial unitário (UVC) e a
versão proposta recentemente controle vetorial unitário estendido
(UVCE) e uma realimentac¸ão linearizante.
No Capítulo 4, os resultados de simulac¸ão obtidos em malha-
fechada com os controladores descritos acima são mostrados e ana-
lisados. Inicialmente serão utilizados os comandos desejados pelo
condutor \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) obtidos de [17]. Em um segundo momento
estes comandos tais comandos do condutor serão suavizados por
filtros lineares de primeira ordem, obtendo-se assim comandos re-
sultantes mais realistas e próximos de uma situac¸ão prática. Es-
tas simulac¸ões serão realizadas sob as condic¸ões nominais e sob
perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo. Ainda
nesse capítulo, serão mostrados os resultados de simulac¸ão obtidos
com a estratégia de controle em malha-fechada, com os controlado-
res por modos deslizantes, realimentac¸ão linearizante e PID. Para
estes 3 controladores serão reproduzidas diversas situac¸ões em que
o condutor deseja percorrer uma trajetória circular (\delta \mathrm{d}(t) constante)
e desviar de obstáculos (\delta \mathrm{d}(t) senoidal) sob velocidade u\mathrm{d}(t) cons-
tante. Para estas simulac¸ões, serão consideradas em todos os casos
perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo.
No Capítulo 5, são realizadas as considerac¸ões finais do tra-
balho, além de mencionarmos algumas sugestões de pesquisas futu-
ras.

2 MODELO MATEMÁTICO DO PROTÓTIPO DO VEÍCULO
INCLINÁVEL DE TRÊS RODAS
O modelo matemático do PVI3R, mencionado no Capítulo 1,
foi concebido inicialmente com 6-GL em [38], posteriormente fo-
ram adicionados os movimentos verticais das rodas, resultando em
um modelo completo não-linear de 9-GL que será deduzido a partir
de uma metodologia Euler-Lagrange multicorpos [19] neste capí-
tulo. A partir deste modelo, serão mostradas as dinâmicas da velo-
cidade longitudinal u(t) e do ângulo de inclinac¸ão \phi (t), que serão
necessárias para o projeto dos controladores não-lineares desenvol-
vidos no Sec¸ão 3.1. Em seguida, será apresentado o sistema lineari-
zado em espac¸o de estados, e func¸ões de transferências resultantes
da linearizac¸ão do modelo não-linear de 9-GL, que serão utilizados
para se projetar também no Sec¸ão 3.1, um controlador LQR e con-
troladores PID respectivamente. Ressalta-se que as func¸ões de trans-
ferências obtidas analiticamente neste trabalho, calculadas partir do
modelo linearizado do veículo, serão comparadas com as func¸ões de
transferências obtidas em [17], que por sua vez utilizou métodos
numéricos de identificac¸ão na simulac¸ão computacional do modelo
não-linear de 9-GL.
2.1 DEFINIC¸ÕES DAS VELOCIDADES
Para a modelagem do PVI3R, foram considerados quatro cor-
pos independentes, sendo estes: a roda traseira (corpo 1), corpo
principal do veículo (corpo 2), roda dianteira direita (corpo 3) e
roda dianteira esquerda (corpo 4). O referencial xyz se encontra lo-
calizado no ponto de contato da roda traseira com o solo, conforme
é observado na Figura 2.1.
Figura 2.1: Vista lateral(esquerda), e rotac¸ões executadas (direita) referentes
ao triciclo.
Fonte: Adaptada de [17].
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Este modelo apresenta 9 graus de liberdade dados por: x(t)
e y(t) são, respectivamente, os movimentos longitudinal e transver-
sal, z1(t) o movimento vertical da roda traseira, z2(t) o movimento
vertical do corpo principal do veículo, z3(t) e z4(t) são, respectiva-
mente, os movimentos verticais das rodas dianteiras direita e es-
querda, \psi (t), \phi (t) e \theta (t) são os ângulos de guinada, rolagem e arfa-
gem, respectivamente, os quais são mostrados na Figura 2.1.
Neste trabalho, assumimos que o ângulo de inclinac¸ão do veí-
culo corresponde ao ângulo de rolagem \phi (t) e a velocidade longitu-
dinal é u(t) = \.x(t).
Neste momento, serão definidas as velocidades para os qua-
tro corpos associados ao veículo. Considere a Figura 2.2, que mostra
a roda traseira do veículo com os respectivos vetores velocidade. As
velocidades angulares \omega \mathrm{x}1, \omega \mathrm{y}1 e \omega \mathrm{z}1, são dadas por:
\omega \mathrm{x}1(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}1(t) = \.\alpha (t), \omega \mathrm{z}1(t) = \.\psi (t), (2.1)
que correspondem às velocidades de rotac¸ão em relac¸ão aos eixos x,
y e z, respectivamente, e \alpha representa os aclives/declives da pista.
Figura 2.2: Velocidades lineares (esquerda), e velocidades angulares (direita)
referentes à roda traseira do triciclo.
Fonte: Adaptada de [17].
Para a obtenc¸ão de u1 a velocidade longitudinal, v1 a velo-
cidade lateral e \omega 1 a velocidade vertical, é necessário analisar a
influência dos movimentos de rotac¸ões neste corpo. Para isto consi-
dere o movimento de rolagem executado pela roda traseira, o qual
é mostrado na Figura 2.3. Pela figura, observa-se que durante este
movimento são geradas as componentes v1\phi e \omega 1\phi , as quais estão
projetadas nas direc¸ões dos eixos x e z respectivamente. Assim, uti-
lizando relac¸ões trigonométricas, é possível deduzir que:
v1\phi =  - h1 \.\phi (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t)), \omega 1\phi =  - h1 \.\phi (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t)), (2.2)
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onde h1 é a altura do centro de gravidade da roda traseira. O si-
nal negativo em (2.2) indica que estes vetores estão orientadas em
sentido contrário ao referencial adotado.
Figura 2.3: Movimento de rolagem executado pela roda traseira (corpo 1) do
triciclo.
Fonte: Adaptada de [30].
Há também, conforme [30], as componentes de velocidade
produzidas devido aos aclives/declives (\alpha ) da pista, projetadas nas
direc¸ões x e z, respectivamente, as quais são dadas por:
u1\alpha = h1 \.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) , \omega 1\alpha =  - h1 \.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
(2.3)
conforme discutido em [30], o movimento de guinada executado
pela roda traseira não influencia as componentes de velocidade u1,
v1 e \omega 1, devido ao centro de gravidade deste corpo estar localizado
sobre o eixo z. Assim, a partir de (2.1), (2.2) e (2.3) as velocidades
da roda traseira (corpo 1) do veículo, são dadas por:
u1(t) = u(t) + h1 \.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,
v1(t) = v(t) - h1 \.\phi (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi (t)) ,
\omega 1(t) = \omega (t) - h1 \.\phi (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\phi (t)) - h1 \.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
\omega \mathrm{x}1(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}1(t) = \.\alpha (t), \omega \mathrm{z}1(t) = \.\psi (t),
(2.4)
onde u, v(t) e \omega são, respectivamente, as velocidades longitudinal,
transversal e vertical do corpo principal do veículo.
A mesma idéia é utilizada para obter as velocidades do corpo
principal do veiculo (corpo dois), que é representado em sua vista
lateral através da Figura 2.4,
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Figura 2.4: Vista lateral do corpo do protótipo do veículo inclinável de três
rodas.
Fonte: Adaptada de [30].
A partir dela, é possível obter as velocidades angulares \omega \mathrm{x}2,
\omega \mathrm{y}2 e \omega \mathrm{z}2, referentes a este corpo, dadas por:
\omega \mathrm{x}2(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}2(t) = \.\alpha (t) + \.\theta (t), \omega \mathrm{z}2(t) = \.\psi (t), (2.5)
onde \omega \mathrm{x}2, \omega \mathrm{y}2 e \omega \mathrm{z}2 correspondem às velocidades de rotac¸ão em
relac¸ão aos eixos x, y e z, respectivamente.
A velocidade longitudinal u2, velocidade lateral v2 e a velo-
cidade vertical \omega 2 do corpo do veículo, são deduzidas a partir dos
movimentos de rotac¸ões executadas pelo corpo. Considerando um
movimento de guinada, conforme [30], há a produc¸ão da veloci-
dade v2\psi , que é dada por
v2\psi = a2 \.\psi (t), (2.6)
onde a2 é o comprimento do centro de gravidade da roda traseira
ao centro de gravidade do veículo.
Quando o corpo do veículo executa o movimento de rolagem
e também devido aos aclives presentes da pista \alpha , torna-se possível
a partir de trigonometria, obter as seguintes velocidades:






\.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,





\.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
(2.7)
onde h2 é a altura do centro de gravidade do corpo principal do
veículo.
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Temos então, a partir de (2.5), (2.6) e (2.7) as seguintes ve-
locidades para o corpo do veículo (corpo 2):





\.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,
v2(t) = v(t) + a2 \.\psi (t) - h2 \.\phi (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi (t)) ,





\.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) - h2 \.\phi (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\phi (t)) ,
\omega \mathrm{x}2(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}2(t) = \.\alpha (t) + \.\theta (t), \omega \mathrm{z}2(t) = \.\psi (t),
(2.8)
Note que, se tivermos, \alpha \equiv 0 (não há aclives ou declives
na pista) então a velocidade longitudinal do veículo é considerada
como sendo a do corpo 2, isto é, u \equiv u2.
Para o cálculo das velocidades relacionadas ao corpo 3 e 4
(rodas dianteiras direita e esquerda, respectivamente), considere
a Figura 2.5, que mostra a localizac¸ão das rodas com excec¸ão do
corpo do veículo. As velocidades angulares para a roda dianteira
direita são:
\omega \mathrm{x}3(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}3(t) = \.\alpha (t), \omega \mathrm{z}3(t) = \.\psi (t), (2.9)
onde \omega \mathrm{x}3, \omega \mathrm{y}3 e \omega \mathrm{z}3 representam as velocidades de rotac¸ões da roda
dianteira direita em relac¸ão aos eixos x , y e z, respectivamente.
Figura 2.5: Geometria e localizac¸ão das rodas dianteiras e a roda traseira.
Fonte: Adaptada de [30].
Para determinar as demais velocidades, considere que em um
movimento de guinada, há a produc¸ão das seguintes velocidades:
u3\psi = b \.\psi (t), v3\psi = l \.\psi (t), (2.10)
onde b e l representam parâmetros relacionados à geometria do veí-
culo, como pode ser observado na Figura 2.5. Além disso, há as
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velocidades produzidas devido aos movimentos de rolagem e acli-
ves/declives da pista, as quais são dadas por






\.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,





\.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
(2.11)
Assim, temos que, utilizando (2.9), (2.10) e (2.11), pode-
mos obter as velocidades relacionadas ao corpo 3 (roda dianteira
direita), as quais são dadas por:





\.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,
v3(t) = v(t) + l \.\psi (t) - h3 \.\phi (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi (t)) ,





\.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
\omega \mathrm{x}3(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}3(t) = \.\alpha (t), \omega \mathrm{z}3(t) = \.\psi (t),
(2.12)
onde u3 é a velocidade longitudinal, v3 a velocidade lateral e \omega 3 a
velocidade vertical referentes à roda dianteira direita e h3 é a altura
do seu centro de gravidade.
Devido à localizac¸ão simétrica das rodas dianteiras do veí-
culo, é possível também considerar como em [30] que as velocida-
des referentes à roda dianteira direita de (2.12) podem ser estendi-
das para a roda dianteira esquerda:





\.\alpha (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\alpha (t)) ,
v4(t) = v(t) + l \.\psi (t) - h4 \.\phi (t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi (t)) ,





\.\alpha (t) \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\alpha (t)) ,
\omega \mathrm{x}4(t) = \.\phi (t), \omega \mathrm{y}4(t) = \.\alpha (t), \omega \mathrm{z}4(t) = \.\psi (t),
(2.13)
onde u4 é a velocidade longitudinal, v4 a velocidade lateral e \omega 4 a
velocidade vertical para a roda dianteira esquerda e h4 é a altura
do seu centro de gravidade.
Definidas as velocidade referentes aos quatro corpos associa-
dos ao veículo, na sequência serão mostrados os cálculos das ener-
gias cinética, potencial e de dissipac¸ão, referentes ao modelo de
9-GL PVI3R.
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2.2 CÁLCULOS DAS ENERGIAS
Nesta sec¸ão, mostraremos os cálculos das energias cinética,
potencial e de dissipac¸ão. Estas serão necessárias para se utilizar
a metodologia Euler-Lagrange multicorpos para a obtenc¸ão do mo-
delo matemático não-linear de 9-GL do triciclo.
2.2.1 Energia Cinética
A energia cinética \mathrm{T} é calculada a partir das velocidades mos-
tradas em (2.4), (2.8), (2.12) e (2.13) relacionadas aos quatro cor-












































onde m1, m2, m3 e m4 correspondem às massas de cada corpo do
veículo e Ik é o momento de inércia relacionados ao k-ésimo corpo
com (k = 1, 2, 3 e 4). O cálculo destes momentos de inércia é mos-
trado no Apêndice 5.
2.2.2 Energia Potencial
Neste modelo, assume-se que a energia potencial elástica \mathrm{P} é
produzida pelas deformac¸ões causadas nas molas de suspensão do
veículo e nos pneus devido à elasticidade. Além destas, há também
a energia potencial gravitacional produzida pelo corpo principal do
veículo.
2.2.2.1 Energia Potencial Elástica
Para este cálculo, considere a Figura 2.6, que mostra as defor-
mac¸ões nas molas traseira \delta \mathrm{t} e dianteiras \delta \mathrm{f} da suspensão do triciclo.
Isto ocorre devido à transferência de carga entre os eixos dianteiro e
traseiro. Pela figura, é possível relacionar o ângulo \theta (t) de arfagem





 - \delta \mathrm{f}(t)
(l  - a2) , (2.15)
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Figura 2.6: Relac¸ão entre as deformac¸ões nas molas da suspensão do triciclo
e o ângulo \theta de arfagem.
Fonte: Adaptada de [30].
Assumindo que para um ângulo \theta suficientemente pequeno,






 - \delta \mathrm{f}(t)
(l  - a2) , (2.16)
Desta forma, conclui-se a partir de (2.16) que:
\delta \mathrm{t}(t) = \theta (t)a2, \delta \mathrm{f}(t) =  - \theta (t)(l  - a2), (2.17)
Assim, conforme [30], a energia potencial elástica devido às















onde kz1, kz2 e kz3 são as constantes de rigidez das molas.
Com base em [30], temos que a energia potencial elástica
produzida pela deformac¸ão causada pelo solo nos pneus devido à






\delta 2\mathrm{p}1(t) + \delta 
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onde o parâmetro k\mathrm{p} é a constante de rigidez dos pneus e \delta \mathrm{p}\mathrm{i} para i
= 1,3,4 são as deformac¸ões causadas nos pneus devido à interac¸ão
com o solo.
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2.2.2.2 Energia Potencial Gravitacional
Assumindo que não há resistência ao movimento de rolagem
do veículo, este se desloca angularmente em relac¸ão ao solo apre-
sentando comportamento semelhante a um pêndulo invertido. Por-
tanto, a energia potencial gravitacional devido a este fenômeno é:
V\mathrm{m} = m2g(h2 + z2(t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\alpha (t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t)), (2.20)
onde m2 é a massa do corpo do veículo e g é a acelerac¸ão da gravi-
dade.
Assim, a energia potencial total \mathrm{P} do modelo do protótipo do
veículo inclinável de três rodas com 9-GL, é a soma das expressões
(2.18), (2.19) e (2.20):
\mathrm{P} = V\mathrm{s} + V\mathrm{p} + V\mathrm{m}, (2.21)
2.2.3 Energia Dissipativa
O cálculo da energia de dissipac¸ão \Gamma , foi baseada na definic¸ão
da func¸ão de Rayleigh em [39]. Esta dissipac¸ão ocorre principal-
mente devido ao atrito presente nos amortecedores do triciclo. Con-
siderando que, esta dissipac¸ão é proporcional à velocidade, pode-se
obter a dissipac¸ão no amortecedor da roda traseira dada por:
( \.z2(t) - \.z1(t)) + a2 \.\theta (t), (2.22)
A dissipac¸ão produzida no amortecedor da roda dianteira direita é
( \.z2(t) - \.z3(t)) + (l  - a2) \.\theta (t) + b \.\phi (t), (2.23)
e a dissipac¸ão da energia no amortecedor da roda dianteira es-
querda, dada por
( \.z2(t) - \.z4(t)) + (l  - a2) \.\theta (t) + b \.\phi (t), (2.24)
Assim, a partir de (2.22), (2.23) e (2.24), a energia de dissipac¸ão
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onde os parâmetros constantes cz1, cz2 e cz3 são os coeficientes de
amortecimento das molas do veículo.
Definidas as energias, na sec¸ão seguinte serão deduzidas as
forc¸as generalizadas referentes ao modelo Euler-Lagrange do PVI3R.
2.3 FORC¸AS E MOMENTOS EXTERNOS
Nesta sec¸ão, serão apresentadas as forc¸as e momentos exter-
nos que atuam sobre o modelo de 9-GL do PVI3R, onde Fx(t) e Fy(t)
são as forc¸as na direc¸ão longitudinal e transversal respectivamente,
Fz1(t), Fz2(t), Fz3(t) e Fz4(t) são as forc¸as exercidas nas rodas do
veículo devido ao contato com o solo e M\psi (t), M\phi (t) e M\theta (t) são
os momentos responsáveis pelas rotac¸ões do veículo.
2.3.1 Forc¸a na Direc¸ão Longitudinal - Fx






onde \eta , \eta \mathrm{T} são a taxa e a eficiência de transmissão respectivamente,
d é o diâmetro da roda e T\mathrm{m}(t) é a entrada torque aplicada na roda
traseira.
A resistência aerodinâmica R\mathrm{A} foi modelada conforme apre-





onde Cx é o coeficiente aerodinâmico, A é o valor da área frontal
do veículo e \rho a massa específica do ar.
A resistência ao rolamento dos pneus na pista é
R\mathrm{R}(t) = f\mathrm{r}(N1 +N3 +N4), (2.28)
onde N1, N3 e N4 as forc¸as normais exercidas nas rodas do veículo
pelo solo, f\mathrm{r} é o coeficiente de resistência de rolamento, o qual deve
ser determinado experimentalmente. Considera-se em [11], f\mathrm{r} =
0, 01 como uma boa aproximac¸ão para este parâmetro.
A forc¸a que atua na direc¸ão longitudinal do movimento do
veículo, é a soma de (2.26), (2.27) e (2.28). Além destas há a resis-
tência devido ao aclive/declive da pista \alpha e a forc¸a F\mathrm{b}\mathrm{r} de frenagem
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conforme [41], então Fx é dada por:
Fx(t) = F\mathrm{T}(t) - R\mathrm{A}(t) - R\mathrm{R}(t) - m2g \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\alpha (t)) - F\mathrm{b}\mathrm{r}(t), (2.29)
2.3.2 Forc¸a na Direc¸ão Transversal - Fy
Para a deduc¸ão desta componente, considere a Figura 2.7,
que mostra a vista superior da roda dianteira com o vetor veloci-
dade transversal  - \rightarrow v (t) no momento em que o veículo se encontra
em movimento. Há três ângulos: o ângulo de esterc¸o produzido pe-
las rodas dianteiras do veículo \delta (t), o ângulo \theta \mathrm{v}\mathrm{d}(t) formado pelo
vetor velocidade v e o plano xz, e o escorregamento da roda dian-
teira \alpha \mathrm{d}(t), as quais encontram-se relacionadas por
\alpha \mathrm{d}(t) = \delta (t) - \theta \mathrm{v}\mathrm{d}(t), (2.30)
Figura 2.7: Vista superior da roda dianteira do protótipo do veículo inclinável
de três rodas em movimento.
Fonte: Adaptada de [17].
Considerando que o ângulo de esterc¸o da roda traseira do
veículo é nulo, de maneira similar à (2.30), é possível obter o escor-
regamento \alpha t para a roda traseira
\alpha \mathrm{t}(t) =  - \theta \mathrm{v}\mathrm{t}(t), (2.31)
Em [1], foi deduzido que









onde l\mathrm{d} e l\mathrm{t} são as distâncias longitudinais dos eixos dianteiros e
traseiros ao centro de gravidade do veículo, respectivamente.
Para se obter uma relac¸ão entre os ângulos de escorregamen-
tos das rodas do veículo em (2.32) com a forc¸a transversal Fy, será
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utilizado o diagrama mostrado na Figura 2.8. Percebe-se que Fy
apresenta um comportamento linear para pequenos ângulos de es-
corregamento \alpha y, sendo possível então adotar Fy \approx C\alpha \alpha y, onde C\alpha 
é um parâmetro constante que representa o coeficiente angular da
reta.
Figura 2.8: Diagrama da fórmula mágica de [1] relacionando a forc¸a trans-
versal com o ângulo de escorregamento da roda.
Fonte: Adaptada de [1].
Desta forma, considerando pequenos ângulos de escorrega-
mento em (2.32), é possível obter a forc¸a transversal para a roda
dianteira do veículo
Fy\alpha \mathrm{d} (t) = C\alpha 








\right)    , (2.33)
e a forc¸a transversal para a roda traseira
Fy\alpha \mathrm{t} (t) =  - C\alpha 
\left(    
\biggl( 





\right)    , (2.34)
onde l representa a medida do comprimento do triciclo.
Tal como considerado em [41], há a forc¸a externa F\mathrm{V}\omega exer-
2.3. Forc¸as e Momentos Externos 61




\rho Cx\mathrm{t}A\mathrm{t}V \omega 
2(t)sign1(V \omega (t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t)), (2.35)
onde Cx\mathrm{t} é o coeficiente de arrasto transversal, A\mathrm{t} a área transversal
do veículo e V\omega (t)(t) é a velocidade dos ventos. Então, a forc¸a Fy(t)
que atua na direc¸ão transversal do movimento do triciclo é dada
pela soma de (2.33), (2.34) e (2.35), obtemos assim:
Fy(t) = 2Fy\alpha \mathrm{d} (t) + Fy\alpha \mathrm{t} (t) + F\mathrm{V}\omega (t), (2.36)
2.3.3 Forc¸as nas Direc¸ões Verticais - Fzk
As forc¸as externas F1(t), F2(t) e F3(t) agem nas rodas do veí-
culo devido à interac¸ão direta com o solo. Estas forc¸as são responsá-
veis por produzirem os deslocamentos verticais nas rodas. Observe
que devido ao corpo principal do veículo (corpo 2) não apresen-
tar contato com o solo, a componente Fz2 é nula. Assim, as forc¸as






Ressaltamos que as forc¸as F1(t), F2(t) e F3(t) variam de acordo
com as características da pista pela qual o triciclo se desloca.
2.3.4 Momento executado pelo veículo em relac¸ão ao eixo z -
M\psi 
Este é o momento que produz o ângulo de guinada do veículo.
Para este cálculo, considere a Figura 2.9 que mostra Fy\alpha \mathrm{t} em (2.34)
aplicada sobre a roda traseira e Fy\alpha \mathrm{d} em (2.33) aplicada sobre as
rodas dianteiras. Estas forc¸as localizadas a uma distância l/2 ao
centro de gravidade do veículo, irão produzir momentos resultantes
orientados para o mesmo sentido de rotac¸ão (sentido anti-horário).
Assim, o momento resultante M\psi (t) é dado por












\left\{   
 - 1 para x < 0
0 para x = 0
1 para x > 0
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Note que neste caso, o triciclo gira em torno de seu centro
de gravidade. Já o momento produzido pela forc¸a dos ventos late-
rais F\mathrm{V}\omega em (2.35) será desconsiderado conforme [30], pois este
depende da geometria lateral do veículo, o que é desconhecido.
Figura 2.9: Forc¸as laterais nas rodas do PVI3R que produzem o ângulo \psi (t)
de guinada.
Fonte: Adaptada de [30].
2.3.5 Momento executado pelo veículo em relac¸ão ao eixo x -
M\phi 
Este momento produz o ângulo de rolagem do triciclo. Neste
cálculo, considere que quando o veículo executa a rolagem, devido
à suspensão existente nas rodas dianteiras ser do tipo A de brac¸os
paralelos, não há transferência de carga entre as duas rodas diantei-
ras. Desta forma, o eixo de giro do veículo corresponde à altura do
centro de gravidade h2 do corpo principal do veículo em relac¸ão ao
solo, conforme mostra a Figura 2.10.
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Figura 2.10: Forc¸as verticais nas rodas do protótipo do veículo inclinável de
três rodas para produzir o movimento de rolagem (\phi ).
Fonte: Adaptada de [30].
A forc¸a F\mathrm{c} de inércia atuando sobre o veículo em uma dada
trajetória curvilínea segundo [41], é dada por
F\mathrm{c}(t) = m \.\psi 
2(t)R, (2.39)
onde m é a massa do veículo e R o raio de curvatura da trajetória.
Assumindo pequenos ângulos de escorregamento, é razoável consi-
derar que:






















Considerando a projec¸ão da forc¸a F\mathrm{c} (2.39), normal ao plano
da roda, e multiplicando pela altura do centro de gravidade h2, re-
sulta na seguinte expressão para o momento MF\mathrm{c} produzido pela
forc¸a de inércia
MF\mathrm{c}(t) = F\mathrm{c}(t) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t))h2, (2.43)
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onde F\mathrm{c} é dada em (2.42).
O momento exercido pelos ventos laterais será aproximado,
pois este atua no centro de pressão do veículo, o qual depende da
sua geometria. Assumindo como ponto de aplicac¸ão desta forc¸a o
centro de gravidade h2, o momento dos ventos laterais em (2.35) é
MF\mathrm{V}(t) = F\mathrm{V}\omega (t)h2, (2.44)
O momento resultante é dado pela soma de (2.43), (2.44) e,
considera-se também, conforme [30] o momento produzido pelas
forc¸as externas F2(t) e F3(t) exercidas pelo solo nas rodas dianteiras
do veículo, sendo então M\phi (t) dado por
M\phi (t) =MF\mathrm{c}(t) +MF\mathrm{V}(t) + b(F2(t) - F3(t)), (2.45)
2.3.6 Momento executado pelo veículo em relac¸ão ao eixo y -
M\theta 
Este é o momento que produz o ângulo de arfagem do trici-
clo, sendo obtido a partir dos momentos produzidos pela forc¸a F\mathrm{b}\mathrm{r}
de frenagem e a forc¸a F\mathrm{T} de trac¸ão em (2.26) ambas aplicadas a
uma distância h2, produzindo assim um momento resultante M\theta (t),
dado por
M\theta (t) = F\mathrm{b}\mathrm{r}(t)h2  - F\mathrm{T} (t)h2, (2.46)
2.4 MODELO DINÂMICO NÃO-LINEAR DO PROTÓTIPO DO VEÍ-
CULO INCLINÁVEL DE TRÊS RODAS
Baseado na metodologia Euler-Lagrange multicorpos [19], o
modelo dinâmico não-linear do PVI3R com 9-GL, é representado
através de
\"\bfq =  - \bfM  - 1 (\bfq ) [\bfC \.\bfq +\bfK (\bfq )\bfq  - \bfF (\bfq , \.\bfq , t)] , (2.47)
onde
\bfq =










\right]             
, \.\bfq =










\right]              
,
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são os vetores de coordenadas e velocidades generalizadas respec-
tivamente, \bfM (\bfq ) = (mij(\bfq )) \in \BbbR 9\times 9 é a matriz de inércia (simé-
trica e positiva definida \forall \bfq \in \BbbR 9), \bfC = (cij) \in \BbbR 9\times 9 (constante
e independe de \bfq ) e \bfK (\bfq ) = (kij(\bfq )) \in \BbbR 9\times 9 são as matrizes de
amortecimentos e rigidez, respectivamente. Os elementos mij , cij e




\partial \.\bfq i\partial \.\bfq j
, kij =
\partial 2\mathrm{P}
\partial \.\bfq i\partial \.\bfq j
, cij =
\partial 2\Gamma 
\partial \bfq i\partial \bfq j
, (2.48)
onde \mathrm{T}, \mathrm{P} e \Gamma são como em (2.14), (2.21) e (2.25), respectiva-
mente. Todos estes elementos foram calculados e, por conveniência,
são mostrados no Apêndice 5. Por fim, o vetor de excitac¸ões \bfF , com-
posto dos termos (2.29), (2.36), (2.37), (2.38), (2.45) e (2.46),
dado por
\bfF (\bfq , \.\bfq , \bft ) =










\right]             
,
A partir de (2.47), é possível mostrar que as dinâmicas não-
lineares da velocidade longitudinal u = \.x e do ângulo de inclinac¸ão
\phi do PVI3R, são descritas por
\.u(t) = f1(u(t)) + k21T\mathrm{m}(t),
\"\phi (t) = f2(\bfq , \.\bfq ) + d2(\phi (t), t) + g2(u(t), \phi (t))\delta (t),
(2.49)
66
Capítulo 2. Modelo Matemático do Protótipo do Veículo Inclinável
de Três Rodas
onde as func¸ões f1, f2, d2 e g2 são definidas por:
f1(u) =  - k19  - k20u2,




k1 \.z1 + k2 \.z2 + k3( \.z3 + \.z4) + k4\theta + k5z1












+ k15 \.\psi + k16 \.y + k18 \.\phi u
\Bigr] 
,
d2(\phi , t) =  - k9 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi )
\kappa (\phi )
\Bigl[ 
















g2(u, \phi ) =
k20u
2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi ) + k9 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi ) - k5
\kappa (\phi )
,
\kappa (\phi ) = \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 (\phi ) + 0, 8255 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi ) + 9, 3597,
(2.50)
Nestas expressões, o ângulo de esterc¸o \delta (t) das rodas dianteiras
e o torque mecânico Tm(t) gerado na roda traseira para produzir
o movimento longitudinal do veículo são as entradas de controle,
V\omega (t) é a velocidade dos ventos laterais sobre o veículo e F1(t), F2(t)
e F3(t) são as forc¸as exercidas nas rodas pelo solo. Os valores dos
parâmetros ki \in \BbbR , com i = 1, . . . , 21 são mostrados na Tabela 2.1,
os quais foram obtidos a partir dos parâmetros físicos do PVI3R
considerado em [30], assumindo que m = 500 kg é a massa e h = 1
m a altura do centro de gravidade relacionados ao corpo principal
do triciclo.
Observa-se que em (2.49)--(2.50), \.u depende somente de u
e da entrada torque Tm, e \"\phi não depende de Tm. A dinâmica das
demais variáveis do vetor de estados (\bfq , \.\bfq ) em (2.47) serão omitidas
por simplicidade.
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Tabela 2.1: Coeficientes em (2.49)--(2.50).
k1 = 124, 41 k2 = 207, 36 k3 = 41, 47 k4 = 755, 5
k5 = 1, 22 10
4 k6 = 897, 34 k7 = 1, 32 10
4 k8 = 1, 34 10
3
k9 = 0, 1375 k10 = 8, 94 10
3 k11 = 2, 71 10
3 k12 = k8
k13 = 0, 526 k14 = 1, 02 k15 = 755, 92 k16 = 229, 06
k17 = k9 k18 = k3 k19 = 0, 09 k20 = 5 10
 - 4
k21 = 0, 007
2.5 MODELO LINEARIZADO
Nesta sec¸ão, será feita a linearizac¸ão do modelo do PVI3R
de 9-GL obtido na sec¸ão anterior. O modelo linearizado será utili-
zado para o projeto de controladores PID e LQR no Sec¸ão 3.1. Por
construc¸ão, o lado direito da expressão (2.47), não depende das va-
riáveis x e y. Assim, consideraremos \bfX = ((z1, z2, z3, z4, \psi , \phi , \theta ) , \.\bfq )
\in \BbbR 16 como vetor de estado, \bfU = (\delta , Tm) \in \BbbR 2 como vetor de con-
trole, e, por simplicidade, as perturbac¸ões externas serão despreza-
das isto é, F1 \equiv F2 \equiv F3 \equiv V\omega \equiv 0 em (2.49)--(2.50). Relembramos
ainda que \.\bfq = (u, v, \.z1, \.z2, \.z3, \.z4, \.\psi , \.\phi , \.\theta ) \in \BbbR 9.
Com isso, é possível reescrever (2.47) como
\.\bfX = \bfG (\bfX ,\bfU ), (2.51)
onde \bfG (\bfX ,\bfU ) =
\Bigl( \Bigl( 




. Será feita a lineariza-
c¸ão de (2.51) no ponto de operac¸ão (\bfX \ast ,\bfU \ast ) correspondente a
u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 (velocidade longitudinal) e \phi \ast = 0 rad (inclinac¸ão
nula). As demais componentes de (\bfX \ast ,\bfU \ast ) satisfazem\bfG (\bfX \ast ,\bfU \ast ) =
0, e os seus valores são mostrados na Tabela 2.2. Ressaltamos que
tais valores foram obtidos com auxílio de pacotes computacionais.
Tabela 2.2: Componentes do ponto de operac¸ão (\bfX \ast ,\bfU \ast ) calculados.
z\ast 1 =  - 5 10 - 4 m z\ast 2 = 18 10 - 4 m z\ast 3 = 2 10 - 4 m
z\ast 4 = 2 10
 - 4 m \psi \ast = 0 rad \phi \ast = 0 rad
\theta \ast =  - 6 10 - 3 rad u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 v\ast = 0 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1
\.z\ast 1 = 0 \mathrm{m}\mathrm{s}
 - 1 \.z\ast 2 = 0 \mathrm{m}\mathrm{s}
 - 1 \.z\ast 3 = 0 \mathrm{m}\mathrm{s}
 - 1
\.z\ast 4 = 0 \mathrm{m}\mathrm{s}
 - 1 \.\psi \ast = 0 \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{s} - 1 \.\phi \ast = 0 \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{s} - 1
\.\theta \ast = 0 \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{s} - 1 \delta \ast = 0 rad T \ast m = 29, 45 N\cdot m
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O modelo linearizado resultante do PVI3R de 9-GL, é repre-
sentado no espac¸o de estados por:
\Delta \.\bfX (t) = \mathrm{A}\Delta \bfX (t) + \mathrm{B}\Delta \bfU (t),
\Delta \bfY (t) = \mathrm{C}\Delta \bfX (t),
(2.52)
onde \Delta \bfX = \bfX  - \bfX \ast \in \BbbR 16 é o vetor de estado, \Delta \bfU = \bfU  - \bfU \ast \in 
\BbbR 2 é o vetor de controle e \Delta \bfY = (\phi  - \phi \ast , u - u\ast ) \in \BbbR 2 é o vetor de
saída. Assim, a matriz de saída é \mathrm{C} = \{ \mathrm{e}6, \mathrm{e}8\} , onde \mathrm{e}1, \mathrm{e}2, . . . , \mathrm{e}16





| \bfX =\bfX \ast \bfU =\bfU \ast \in \BbbR 16\times 16, \mathrm{B} =
\partial \bfG 
\partial \bfU 
| \bfX =\bfX \ast \bfU =\bfU \ast \in \BbbR 16\times 2,
as quais foram obtidas com o auxílio de pacotes simbólicos compu-
tacionais e, devido as dimensões bastante consideráveis, julgamos
mais conveniente mostrá-las no Apêndice 3.
É possível mostrar que o modelo linearizado (2.52), apre-
senta as seguintes propriedades:
\bullet O par (\mathrm{A},\mathrm{B}) é controlável, ou seja, a matriz de controlabili-
dade
\bigl[ 
\mathrm{B} \mathrm{A}\mathrm{B} . . . \mathrm{A}15\mathrm{B}
\bigr] 
apresenta posto completo;
\bullet O par (\mathrm{A},\mathrm{C}) não é detectável inviabilizando, portanto, a utiliza-
c¸ão do observador de Luenberger.
Além disso, a matriz de transferência do sistema linearizado
é diagonal e dada por:











1701, 2 (s+ 0, 8163)








A func¸ão de transferência G11(s) = \phi (s)/\delta (s) obtida acima,
corresponde a u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 e \phi \ast = 0 rad. Na sequência, será ilus-
trado como que G11(s) varia em func¸ão da velocidade longitudinal
de operac¸ão u\ast . Para isto, o procedimento descrito acima será re-
petido para u\ast = 5, 6,. . . ,30 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1. Tais func¸ões de transferências
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serão utilizadas para se projetar controladores PID com escalona-
mento (não-linear) de ganho no Sec¸ão 3.1, e ainda compararemos
com as func¸ões de transferências obtidas em [17], que por sua vez
foram utilizou métodos numéricos de identificac¸ão na simulac¸ão
computacional do modelo não-linear de 9-GL do triciclo.
A Tabela 2.3 apresenta as func¸ões de transferências G11(s) =
\phi (s)/\delta (s), obtidas por linearizac¸ão considerando que u\ast = 5,6,. . . ,30
\mathrm{m}\mathrm{s} - 1.
Tabela 2.3: Func¸ões de transferências G11(s) obtidas a partir da linearizac¸ão
de (2.47) utilizando diferentes valores de velocidade longitudinal de operac¸ão
u\ast .
Velocidade longitudinal de
operac¸ão veículo (u\ast ) \mathrm{m}\mathrm{s} - 1




583, 49(s+ 0, 7933)
(s+ 123, 1)(s - 2, 281)(s+ 1, 426)
6
644, 96(s+ 0, 8612)
(s+ 103, 6)(s - 2, 387)(s+ 1, 35)
7
717, 61(s+ 0, 903)
(s+ 89, 62)(s - 2, 494)(s+ 1, 279)
8
801, 43(s+ 0, 9241)
(s+ 79, 21)(s - 2, 603)(s+ 1, 214)
9
896, 43(s+ 0, 9294)
(s+ 71, 14)(s - 2, 712)(s+ 1, 153)
10
1002, 6(s+ 0, 9233)
(s+ 64, 72)(s - 2, 822)(s+ 1, 097)
11
1120(s+ 0, 9092)
(s+ 59, 49)(s - 2, 932)(s+ 1, 044)
12
1248, 5(s+ 0, 8898)
(s+ 55, 16)(s - 3, 041)(s+ 0, 9955)
13
1388, 2(s+ 0, 8669)
(s+ 51, 51)(s - 3, 149)(s+ 0, 9503)
14
1539, 1(s+ 0, 8421)
(s+ 48, 41)(s - 3, 257)(s+ 0, 9083)
15
1701, 2(s+ 0, 8163)
(s+ 45, 73)(s - 3, 363)(s+ 0, 8693)
16
1874, 4(s+ 0, 7902)
(s+ 43, 4)(s - 3, 468)(s+ 0, 8329)
17
2058, 8(s+ 0, 7644)
(s+ 41, 36)(s - 3, 571)(s+ 0, 7991)
18
2254, 4(s+ 0, 7391)
(s+ 39, 55)(s - 3, 673)(s+ 0, 7675)
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19
2461, 2(s+ 0, 7147)
(s+ 37, 95)(s - 3, 773)(s+ 0, 738)
20
2679, 1(s+ 0, 6911)
(s+ 36, 51)(s - 3, 871)(s+ 0, 7104)
21
2908, 2(s+ 0, 6685)
(s+ 35, 22)(s - 3, 967)(s+ 0, 6846)
22
3148, 5(s+ 0, 6468)
(s+ 34, 06)(s - 4, 062)(s+ 0, 6604)
23
3400(s+ 0, 6262)
(s+ 33)(s - 4, 154)(s+ 0, 6376)
24
3662, 7(s+ 0, 6066)
(s+ 32, 04)(s - 4, 244)(s+ 0, 6163)
25
3936, 5(s+ 0, 5879)
(s+ 31, 16)(s - 4, 333)(s+ 0, 5962)
26
4221, 5(s+ 0, 5702)
(s+ 30, 35)(s - 4, 419)(s+ 0, 5772)
27
4517, 7(s+ 0, 5533)
(s+ 29, 61)(s - 4, 503)(s+ 0, 5594)
28
4825(s+ 0, 5372)
(s+ 28, 93)(s - 4, 586)(s+ 0, 5425)
29
5143, 6(s+ 0, 5219)
(s+ 28, 29)(s - 4, 666)(s+ 0, 5266)
30
5473, 3(s+ 0, 5074)
(s+ 27, 7)(s - 4, 745)(s+ 0, 5115)
Por simplicidade, iremos comparar somente as as func¸ões de
transferências G11(s) = \phi (s)/\delta (s) relativas a u\ast = 5 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 (velo-
cidade baixa), u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 (velocidade média) e u\ast = 29 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1
(velocidade alta). As func¸ões de transferências obtidas neste traba-
lho, são mostradas abaixo a direita e as func¸ões de transferências
obtidas por [17], são mostradas à esquerda
583, 48(s+ 0, 79)
(s+ 123, 1)(s - 2, 28)(s+ 1, 42)
583, 49(s+ 0, 7933)
(s+ 123, 1)(s - 2, 281)(s+ 1, 426)
1701, 15(s+ 0, 82)
(s+ 45, 72)(s - 3, 35)(s+ 0, 87)
1701, 2(s+ 0, 8163)
(s+ 45, 73)(s - 3, 363)(s+ 0, 8693)
5143, 56(s+ 0, 52)
(s+ 28, 26)(s - 4, 63)(s+ 0, 53)
5143, 6(s+ 0, 5219)
(s+ 28, 29)(s - 4, 666)(s+ 0, 5266)
Comparando estas uma a uma, é possível deduzir que se tra-
tam das mesmas func¸ões de transferências. Comparamos as demais
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func¸ões de transferências onde pudemos concluir que a metodo-
logia utilizada neste trabalho para obtê-las analiticamente de ma-
neira direta e exata, a partir do cálculo do modelo linearizado do
veículo, resultou nas mesmas func¸ões de transferências que as ob-
tidas em [17], que utilizou métodos numéricos de identificac¸ão na
simulac¸ão computacional do modelo não-linear de 9-GL. Ressalta-
mos que a metodologia utilizada por [17] apresenta o inconveni-
ente de haver retrabalho caso haja variac¸ões nos parâmetros do
triciclo. Desta forma, neste capítulo mostramos um procedimento
mais direto e simples para a obtenc¸ão das func¸ões de transferências
do modelo linearizado do triciclo de maneira exata para quaisquer
valores de parâmetros do triciclo.
Note que as func¸ões de transferências G11(s) = \phi (s)/\delta (s),
mostradas na Tabela 2.3, apresentam pólos e zeros de mesma or-
dem de grandeza, o que difere são os ganhos correspondentes. Além
disso, estes ganhos variam de acordo com a velocidade longitudinal
desenvolvida pelo triciclo.
2.6 SÍNTESE DO CAPÍTULO
Neste capítulo, deduzimos o modelo matemático não-linear
de 9-GL do PVI3R, utilizando uma metodologia Euler-Lagrange mul-
ticorpos. A partir deste modelo, obtemos as dinâmicas da veloci-
dade e ângulo de inclinac¸ão que serão utilizadas posteriormente no
Sec¸ão 3.1, para se projetar os controladores não-lineares: contro-
lador por modos deslizantes, controle vetorial unitário e a versão
estendida proposta recentemente além de uma realimentac¸ão linea-
rizante. Mostramos também o modelo linearizado representado em
espac¸os de estados e func¸ões de transferências, que serão utiliza-
das para projetar um controlador LQR e controladores PID, respec-
tivamente. Estes controladores serão também desenvolvidos junta-
mente no Sec¸ão 3.1. Pudemos concluir que as func¸ões de transfe-
rências obtidas neste trabalho analiticamente a partir do cálculo do
modelo linearizado do PVI3R são equivalente as obtidas por [17],
que utilizou métodos numéricos de identificac¸ão na simulac¸ão com-
putacional. Assim, neste capítulo, apresentamos um procedimento
direto e mais simples para se determinar as func¸ões de transferên-
cias de maneira exata. No capítulo seguinte, explicaremos em deta-
lhes a estratégia de controle em malha fechada utilizada neste tra-
balho, para tratar o problema de rastreamento dos comandos \delta \mathrm{d}(t)
e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor, que foi descrito na Introduc¸ão.

3 ESTRUTURA DE CONTROLE EM MALHA FECHADA
Este capítulo explica em detalhes a soluc¸ão proposta utilizada
nesta dissertac¸ão para tratar o problema de controle descrito na
Introduc¸ão, que corresponde a: projetar controladores em malha-
fechada que mantenham o ângulo de esterc¸o \delta (t) e a velocidade
longitudinal u(t) do veículo de 3 rodas relativamente próximas das
trajetórias \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejadas pelo condutor, respectivamente,
enquanto o ângulo de inclinac¸ão \phi (t) é mantido dentro de uma mar-
gem de seguranc¸a. O diagrama de blocos da estrutura de controle
em malha fechada é ilustrado na Figura 3.1 conforme metodologia
utilizada em [17,30,41].










ud (t) ur (t)




Os comandos do condutor do triciclo determinam o ângulo
de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) e a velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) desejados, que por
sua vez dependem do ângulo de esterc¸o das rodas dianteiras \delta (t), da
velocidade u(t), e possivelmente do restante das variáveis de estado
\bfX (t). Considera-se que seja um sistema steer-by-wire: onde não há
acoplamento mecânico entre \delta \mathrm{d}(t) e \delta (t). O condutor desempenha
o papel de malha externa de controle (Controlador de Rastreamento
corresponde à malha interna). Baseado nas trajetórias \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t)
desejadas pelo condutor, o Gerador de Trajetórias determina as tra-
jetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), onde | \phi \mathrm{r}(t)| evolui dentro de
uma margem de seguranc¸a pré-estabelecida \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /6 rad (maio-
res detalhes no próximo parágrafo). Na malha interna de controle o
Controlador de Rastreamento determina os valores das entradas \delta (t)
e T\mathrm{m}(t) que forc¸am o ângulo de inclinac¸ão \phi (t) e a velocidade lon-
gitudinal u(t) do veículo de 3 rodas (Triciclo 9-GL) a rastrearem as
trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), respectivamente. É assumido
que todo o vetor de estados \bfX (t) do veículo está disponível.
O Gerador de Trajetórias é agora explicado em maiores de-
talhes. A idéia principal é construir trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t)
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e u\mathrm{r}(t), de modo a garantir que no geral se tenha \delta (t) \sim = \delta \mathrm{d}(t) e
u\mathrm{r}(t) \sim = u\mathrm{d}(t) quando \phi (t) = \phi \mathrm{r}(t) e u(t) = u\mathrm{r}(t) (rastreamento per-
feito em malha-fechada), resolvendo assim o problema de controle.
Os detalhes são dados na sequência. Considere então que os coman-
dos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor são amostrados com um
determinado período T > 0. As trajetórias de referências são esco-
lhidas como func¸ões lineares por partes, dadas por
\phi \mathrm{r}(t) = \phi \mathrm{r} (kT ) +
\phi \mathrm{r} ((k + 1)T ) - \phi \mathrm{r} (kT )
T
(t - kT ) ,
u\mathrm{r}(t) = u\mathrm{r} (kT ) +
u\mathrm{r} ((k + 1)T ) - u\mathrm{r} (kT )
T
(t - kT ) ,
(3.1)
para t \in [kT, (k + 1)T ) e k \in \BbbN . Pela construc¸ão acima, \"\phi \mathrm{r}(t) \equiv 
0 (segunda derivada nula). É necessário determinar os valores de
\phi \mathrm{r}(kT ), \phi \mathrm{r}((k + 1)T ), u\mathrm{r}(kT ) e u\mathrm{r}((k + 1)T ). Conforme discutido





\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n} (\phi (t)) +
1
lh
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\phi (t))u2 (t) \delta (t) , (3.2)
corresponde a um modelo simplificado de uma bicicleta de 2-GL
onde l é o comprimento e h a altura do centro de gravidade da
bicicleta. Provou-se em [41] que esta captura as principais caracte-
rísticas da dinâmica do ângulo de inclinac¸ão \phi (t) do triciclo de 9-GL
(compare a semelhanc¸a com (2.49)–(2.50)). Relembre que \"\phi r \equiv 0,
assim tomando por base (3.2), é razoável escolhermos
\phi \mathrm{r}(kT ) =  - \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n} - 1
\biggl( 




Seja \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /6 rad o máximo valor admissível para | \phi (t)| para a
conduc¸ão segura do veículo em malha-fechada. Agora, se em (3.3),
tivermos | \phi \mathrm{r}(kT )| \leq \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}, então escolhemos u\mathrm{r}(kT ) = u\mathrm{d}(kT ).
Caso contrário, ou seja, | \phi \mathrm{r}(kT )| > \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}, então escolhe-se u\mathrm{r}(kT )
de modo que a seguinte expressão seja satisfeita
\phi \mathrm{r}(kT ) = -sign(\delta \mathrm{d}(kT ))\phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} =  - \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{n} - 1
\biggl( 




ou seja, o valor da velocidade desejada u\mathrm{d}(kT ) é penalizada a fim
de manter o valor do ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(kT ). Note que
neste caso u\mathrm{r}(kT ) \not = u\mathrm{d}(kT ). A mesma idéia é utilizada para obter
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\phi \mathrm{r}((k + 1)T ) e u\mathrm{r}((k + 1)T ): assumindo que as amostras das deri-
vadas \.\delta \mathrm{d}(t) e \.u\mathrm{d}(t) estejam disponíveis, temos que \delta \mathrm{d}((k + 1)T ) \sim =
\delta \mathrm{d}(kT ) + T \.\delta \mathrm{d}(kT ) e u\mathrm{d}((k + 1)T ) \sim = u\mathrm{d}(kT ) + T \.u\mathrm{d}(kT ), para pe-
queno T > 0. No caso em que as amostras de \.\delta \mathrm{d}(t) e \.u\mathrm{d}(t) não
estejam disponíveis, então escolhemos um pequeno T > 0 e atrasa-
mos as amostras \delta \mathrm{d}(kT ) e u\mathrm{d}(kT ) por T , de modo que em (3.3) e
(3.4) substituímos \delta \mathrm{d}(kT ) e u\mathrm{d}(kT ) por \delta \mathrm{d}((k - 1)T ) e u\mathrm{d}((k - 1)T ),
respectivamente. Portanto, se em (3.3) tivermos | \phi \mathrm{r}(kT )| \leq \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x},
então tomamos u\mathrm{r}(kT ) = u\mathrm{d}((k  - 1)T ), e assim por diante.
Por construc¸ão, \"\phi \mathrm{r} \equiv 0, | \phi \mathrm{r}(t)| \leq \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}, e em geral temos que
u\mathrm{r}(t) \sim = u\mathrm{d}(t). Quando há rastreamento perfeito em malha-fechada,
isto é, \phi (t) = \phi \mathrm{r}(t) e u(t) = u\mathrm{r}(t) \sim = u\mathrm{d}(t), assim, a dinâmica sim-
plificada de ordem reduzida para \phi (t) em (3.2) juntamente com
(3.3)--(3.4) garantem que \delta (t) \sim = \delta \mathrm{d}(t). Assim, é possível considerar
também para o modelo do PVI3R com 9-GL que \delta (t) \sim = \delta \mathrm{d}(t). Re-
solvemos assim o problema de rastreamento dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e
u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor.
Ressaltamos novamente que se trata de um sistema steer-by-
wire, ou seja não há acoplamento mecânico entre \delta \mathrm{d}(t) e \delta (t).
Note ainda que o cálculo da trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) em
(3.1), obtido a partir de \"\phi \equiv 0 na dinâmica simplificada de ordem
reduzida referente ao modelo de bicicleta com 2-GL em (3.2), em
essência representa um movimento naturalmente executado pelo
PVI3R.
Na sec¸ão seguinte, realizaremos os projetos dos Controladores
de Rastreamento, que serão utilizados para tratar o problema de ras-
treamento das trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) determinadas
pelo Gerador de Trajetórias.
3.1 PROJETO DOS CONTROLADORES DE RASTREAMENTO DE
TRAJETÓRIAS
Neste capítulo, realizaremos os projetos dos controladores
utilizados para o problema de rastreamento das trajetórias de re-
ferências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) de classes C2 e C1 respectivamente, determi-
nadas pelo Gerador de Trajetórias. Assim, sejam definidos e1(t) =
u(t) - u\mathrm{r}(t) e e2(t) = \phi (t) - \phi \mathrm{r}(t), os erros de rastreamento de velo-
cidade e inclinac¸ão, respectivamente. Para o Controlador de Rastre-
amento, propõem-se neste capítulo, projetar as seguintes metodolo-
gias:
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1. um regulador linear quadrático (LQR) utilizando desigualda-
des matriciais lineares (LMI) de [33], com base no modelo
linearizado em (2.52);
2. dois controladores PID com compensac¸ão da não-linearidade
estática, conforme [17], que serão desenvolvidos a partir das
func¸ões de transferências mostradas na Tabela 2.3;
3. o controlador por quase modos deslizantes (QMD) de [34], o
controle vetorial unitário (UVC) de [35] e a versão estendida
proposta recentemente para o UVC (EUVC) e uma realimenta-
c¸ão linearizante (RL) segundo [37], a serem desenvolvidos
sobre as dinâmicas não-lineares dadas em (2.49)--(2.50).
Para estes projetos assumimos que todas as variáveis do ve-
tor de estados \bfX (t) estão disponíveis, além de desprezarmos inici-
almente as perturbac¸ões externas, isto é, F1(t) \equiv F2(t) \equiv F3(t) \equiv 
V\omega (t) \equiv 0, em (2.49)--(2.50), estas serão levadas em considerac¸ão
nos resultados de simulac¸ão mostrados no capítulo seguinte.
3.1.1 Regulador Quadrático Linear-LQR
Também conhecido por “controle ótimo”, foi desenvolvido em
1960 por Rudolf Kalman e vem sendo amplamente utilizado na lite-
ratura em diversas aplicac¸ões, como controle de servomotores, pro-
cessos químicos e na robótica. A idéia principal desta técnica é de-
terminar uma lei de controle por realimentac¸ão de estados que mi-
nimiza um determinado índice de desempenho, obtida a partir da
escolha das matrizes de ponderac¸ões sobre as variáveis de estado e
sinais de controle. A abordagem tradicional utilizada na literatura
para determinar a matriz de ganhos da realimentac¸ão é através da
soluc¸ão algébrica da equac¸ão de Ricatti [42], porém neste trabalho
optamos por utilizar desigualdades matriciais lineares (LMI), con-
forme [33].
Considere que as trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em
(3.1) são lineares por partes. Assim, o duplo integrador é um mo-
delo interno para estas trajetórias. Isto resulta em um sistema au-
mentado dado por:
\.\xi (t) = \mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f}\xi (t) + \mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}\Delta \bfU (t) + \mathrm{B}\mathrm{r}r(t),
\Delta \bfY (t) = \mathrm{C}\mathrm{m}\mathrm{f}\Delta \bfX (t),
(3.5)
onde \xi = (\Delta \bfX , x\mathrm{m}) \in \BbbR 20 é o vetor de estados aumentado e x\mathrm{m} \in 
\BbbR 4 é o estado do modelo interno e r(t) = (\phi r(t), ur(t)) \in \BbbR 2 é o
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onde \mathrm{A}, \mathrm{B} e \mathrm{C} são determinadas diretamente do modelo linearizado
do veículo em (2.52), e as demais matrizes referentes ao modelo
interno são mostradas no Apêndice 3.
O problema tratado nesta sec¸ão, consiste em determinar uma
matriz de ganhos K da realimentac¸ão de estados (\Delta \bfU = K\xi (t))






z\prime (t)z (t) dt, (3.6)
onde z(t) = \mathrm{C}\mathrm{z}\xi (t)+\mathrm{D}\mathrm{z}\Delta U (t) é o vetor auxiliar. Note que devemos
ter \mathrm{C}\mathrm{z}\prime \mathrm{D}\mathrm{z} = 0 conforme [33]. As matrizes \mathrm{C}\mathrm{z} = diag(Cz1,. . . ,C20) e
\mathrm{D}\mathrm{z} = diag(Dz1,Dz2) são matrizes positivas definidas que represen-
tam as ponderac¸ões sobre os estados e controles respectivamente,
a serem definidas pelo projetista. Para a escolha destas matrizes foi









\bigm| \bigm| \bigm| 2
i=1
, (3.7)
onde X2i (\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}) e U
2
i (\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}) representam o valor máximo para o es-
tado e controle, respectivamente.
Para o projeto deste controlador, considera-se a seguinte fun-
c¸ão de Lyapunov,
V (\xi ) = \xi \prime P\xi .
É possível assumir a partir de [44], que a seguinte desigualdade é
verificada:
\.V (\xi ) + z\prime z < 0, (3.8)
Integrando (3.8) de t = 0 a t = t\mathrm{f} obtém-se
V (\xi (t\mathrm{f})) - V (\xi (0)) +
\int t\mathrm{f}
0
z\prime (t)z (t) dt < 0,
Supondo que o sistema seja assintoticamente estável em malha fe-
chada conclui-se que \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\mathrm{f}\rightarrow \infty \xi (t\mathrm{f}) = 0 e \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\mathrm{f}\rightarrow \infty V (\xi (t\mathrm{f})) = 0,
podendo ser reescrito na forma\int \infty 
0
z\prime (t)z (t) dt < V (\xi (t = 0)) = \xi \prime 0P\xi 0,
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Ao minimizar \xi \prime 0P\xi 0, define-se um limite superior para a func¸ão
custo de (3.6), obtido através de uma variável auxiliar \lambda ,
\lambda > \xi \prime 0P\xi 0, (3.9)
Sabendo que o sistema em malha fechada é dado por \.\xi (t) = (\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f} +
\mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}K)\xi (t) e z(t) = (\mathrm{C}\mathrm{z} + \mathrm{D}\mathrm{z}K)\xi (t), a condic¸ão (3.8) é de forma
equivalente representada por
\xi \prime [(\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f}+\mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}K)\prime P+P (\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f}+\mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}K)+(\mathrm{C}\mathrm{z}+\mathrm{D}\mathrm{z}K)\prime (\mathrm{C}\mathrm{z}+\mathrm{D}\mathrm{z}K)]\xi < 0,
Definindo a variável Q = P - 1, e multiplicando o lado esquerdo da
desigualdade acima por Q(\xi \prime ) - 1 e o lado direito por \xi  - 1Q chega-se
a:
Q[(\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f}+\mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{K})
\prime P +P (\mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f}+\mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{K})+(\mathrm{C}\mathrm{z}+\mathrm{D}\mathrm{z}\mathrm{K})\prime (\mathrm{C}\mathrm{z}+\mathrm{D}\mathrm{z}\mathrm{K})]Q < 0,
(3.10)
Finalmente aplicando o complemento de Schur (veja no Apêndice
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onde \xi 0 \in \BbbR 20 é a condic¸ão inicial dos estados e In a matriz iden-
tidade (de ordem adequada). Supondo que Q = Q\prime \in \BbbR 20\times 20 e Y
\in \BbbR 2\times 20 sejam soluc¸ão da LMI (3.11), então a matriz de ganhos
K a qual minimiza o funcional J de (3.6), é obtida através de
K = Y Q - 1. Determinamos assim a seguinte lei de controle LQR
para o Controlador de Rastreamento:
\Delta \bfU = (\delta (t) - \delta \ast , T\mathrm{m}(t) - Tm\ast ) = K\xi = Y Q - 1\xi . (3.12)
Ressalta-se que é possível projetar um controlador robusto
utilizando a abordagem politópica, ao considerarmos incertezas pa-
ramétricas nas matrizes \mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f} e \mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f} dadas em (3.11). Porém, neste
trabalho, não foi possível expressar estas matrizes em func¸ão dos
parâmetros massa m e altura h do centro de gravidade do veículo
(serão utilizadas incertezas de +20\% da massa e  - 5\% da altura do
centro de gravidade do veículo nos resultados de simulac¸ões mos-
tradas no Capítulo 4). O problema aqui encontrado foi a complexi-
dade envolvida para determiná-las a partir de pacotes simbólicos do
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Matlab. Note que, para obter \mathrm{A}\mathrm{m}\mathrm{f} e \mathrm{B}\mathrm{m}\mathrm{f} em func¸ão de m e h é pre-
ciso realizar inúmeras operac¸ões (inversão de matrizes em (2.47),
etc) o que apresenta muita complexidade computacional envolvida.
Assim, o Matlab não conseguiu calcular as matrizes para que pudés-
semos utilizar um politopo e projetar assim um controlador robusto
LQR.
3.1.2 PID com compensac¸ão estática da não-linearidade
O controlador Proporcional-integral-derivativo (PID) é o mais
utilizado em controle de processos, pelo desempenho satisfatório
obtido em diversas aplicac¸ões industriais. Outro benefício para a
sua utilizac¸ão, é a possibilidade deste controlador ser implemen-
tado em equipamentos que não possuem elevada capacidade de
processamento. Devido à teoria bastante consolidada, o PID é uma
importante ferramenta para análise em projetos de controle [45].
Baseado nisto, nesta sec¸ão serão projetados sobre as func¸ões
de transferências mostradas na Tabela 2.3, dois controladores PID
com compensac¸ão estática da não-linearidade, seguindo a mesma
metodologia apresentada por [17] para o Controlador de Rastrea-
mento.
Conforme comentado, as func¸ões de transferências mostra-
das na Tabela 2.3, apresentam pólos e zeros de mesma ordem de
grandeza, diferindo no ganho correspondente, que varia de acordo
com a velocidade longitudinal desenvolvida pelo veículo. Desta for-
ma, para o projeto destes controladores PID, será utilizado o lugar
geométrico das raízes com a func¸ão de transferência relacionada
à velocidade longitudinal de operac¸ão u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, desconside-
rando neste caso, o ganho 1501,2.
Da mesma forma que em [17], serão adotadas as seguintes
especificac¸ões para a resposta do sistema em malha-fechada:
\bullet Tempo de estabilizac¸ão t\mathrm{s}(5\%) \leq 1,5 s;
\bullet Sobressinal máximo de 20\%;
\bullet Erro nulo em regime permanente para referências do tipo de-
grau.
Atendendo às especificac¸ões acima, o primeiro projeto do con-
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trolador PID com dois graus de liberdade é dado por
C2(s) = K\mathrm{c}2







onde o filtro de referência F\mathrm{c}2 é utilizado para cancelar o zero do-
minante do controlador, e assim diminuir o sobressinal da resposta
em malha fechada. A Figura 3.2 mostra o lugar das raízes, com a
referida func¸ão de transferência de ganho unitário, o controlador
C2 e o filtro de referência F\mathrm{c}2. Neste caso, os pólos dominantes de
malha fechada se encontram localizados na posic¸ão -2,86 \pm 2,09j e
o ganho do controlador obtido neste caso é de K\mathrm{c}2 = 3,1835.
Figura 3.2: Lugar geométrico das raízes com a func¸ão de transferência
\phi (s)/\delta (s) para u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 com o controlador C2(s) e o filtro de referência
F\mathrm{c}2(s).
Considerando a mesma func¸ão de transferência utilizada an-
teriormente, foi projetado outro controlador PID de dois graus de
liberdade, dado por
C3(s) = K\mathrm{c}3







onde F\mathrm{c}3 é o filtro de referência utilizado para cancelar os zeros
duplos dominantes do controlador C3, reduzindo assim o sobressi-
nal da resposta em malha fechada. A Figura 3.3 mostra o lugar das
raízes, com a referida func¸ão de transferência de ganho unitário, o
controlador C3 e o filtro de referência F\mathrm{c}3. Para este controlador, os
pólos dominantes de malha fechada se encontram localizados na
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posic¸ão -2,60 \pm 2,13j e o ganho obtido nesta situac¸ão foi de K\mathrm{c}3 =
3,2665.
Figura 3.3: Lugar geométrico das raízes com a func¸ão de transferência
\phi (s)/\delta (s) com u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 com o controlador C3(s) e o filtro de referência
F\mathrm{c}3(s).
Porém, os ganhos destes controladores K\mathrm{c}2 e K\mathrm{c}3, não devem
ser valores constantes e sim variáveis, que sejam func¸ões das veloci-
dades longitudinais desenvolvidas pelo veículo, para compensar as
variac¸ões nos ganhos dos sistemas linearizados mostrados na Tabela
2.3, para que os pólos dominantes em malha fechada permanec¸am
nos lugares desejados e atendam as especificac¸ões para todos os
valores de velocidade do veículo.
A Tabela 3.1 mostra os ganhos dos controladores K\mathrm{c}2 e K\mathrm{c}3,
que foram calculados para cada func¸ão de transferência da Tabela
2.3 (impondo ganhos unitários), que mantém os pólos dominantes
do sistema em malha fechada dentro das especificac¸ões desejadas
para todo valor de u\ast desenvolvido pelo triciclo.
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Tabela 3.1: Ganhos dos controladores K\mathrm{c}2(u\ast ) e K\mathrm{c}3(u\ast ) calculados para que
os pólos do sistema permanec¸am nos locais desejados.
Velocidade do veículo (u\ast ) \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 K\mathrm{c}2 K\mathrm{c}3
u\ast = 5 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 21,924 22,903
u\ast = 6 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 17,157 17,982
u\ast = 7 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 13,687 14,143
u\ast = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 10,987 11,543
u\ast = 9 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 8,936 9,279
u\ast = 10 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 7,325 7,636
u\ast = 11 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 6,097 6,267
u\ast = 12 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 5,147 5,269
u\ast = 13 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 4,356 4,383
u\ast = 14 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 3,697 3,794
u\ast = 15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 3,183 3,266
u\ast = 16 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 2,767 2,798
u\ast = 17 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 2,440 2,444
u\ast = 18 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 2,141 2,171
u\ast = 19 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,878 1,954
u\ast = 20 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,671 1,728
u\ast = 21 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,493 1,564
u\ast = 22 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,344 1,368
u\ast = 23 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,204 1,235
u\ast = 24 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1,091 1,128
u\ast = 25 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 1 1,026
u\ast = 26 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 0,911 0,938
u\ast = 27 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 0,833 0,862
u\ast = 28 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 0,772 0,780
u\ast = 29 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 0,711 0,717
u\ast = 30 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 0,645 0,664
A partir dos dados mostrados da Tabela 3.1, é possível relacio-
nar os ganhos K\mathrm{c}2 e K\mathrm{c}3 com a velocidade longitudinal de operac¸ão
do veículo u\ast . Obtemos então como resultado as curvas mostradas
na Figura 3.4, onde observa-se que estas apresentam um compor-
tamento não-linear, e conforme [17], é possível linearizá-las, reali-
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Figura 3.4: Evoluc¸ão dos ganhos dos controladores Kc2(u\ast ) e
Kc3(u
\ast ) em func¸ão de u\ast que mantém os pólos dominantes em ma-
lha fechada nos locais desejados.
























Desta forma, a partir de (3.15) são obtidas duas func¸ões dis-
cretizadas Klci(u\ast ) com i = 2,3 que serão aproximadas por func¸ões
contínuas de primeiro grau, visando estender a func¸ão de pontos
discretos para todas as faixas de velocidade do veículo. As func¸ões
de primeiro grau obtidas por interpolac¸ão polinomial são mostradas
abaixo
Klc2(u) = 0.0416u - 0.0430, Klc3(u) = 0.0412u - 0.0446,
(3.16)
Retomando (3.15), os ganhos efetivos para os controladores
C2(s) em (3.13) e C3(s) em (3.14), são dados por
K\mathrm{c}2(u) =
1
(0.0416u - 0.0430)2 , K\mathrm{c}3(u) =
1
(0.0412u - 0.0446)2 ,
(3.17)
Para validar estes projetos, os controladores C2(s) em (3.13)
e C3(s) em (3.14), os respectivos filtros foram combinados com as
26 func¸ões de transferências mostradas na Tabela 2.3, obtendo as-
sim um sistema resultante estável em malha fechada para todas as
situac¸ões e com os pólos dominantes nas posic¸ões desejadas.
Assim, nesta sec¸ão foram mostrados dois projetos de con-
troladores PID com compensac¸ão estática da não-linearidade. Por
simplicidade, não será mostrado o projeto do controlador PID com
compensac¸ão estática da não-linearidade proposto por [17], sendo
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este dado por
C1(s) = K\mathrm{c}1







onde o ganho dependente da velocidade longitudinal deste contro-
lador é K\mathrm{c}1(u) =
1
(0, 0674u - 0.061352)2 .
Para facilitar a análise e discussão dos resultados realizados
no capítulo seguinte, serão adotadas as seguintes nomenclaturas
para estes controladores:
\bullet PID-1 corresponderá ao controlador PID proposto por [17] em
(3.18);
\bullet PID-2 será denominado o controlador PID em (3.13);
\bullet PID-3 representará o controlador PID em (3.14).
3.1.3 Realimentac¸ão Linearizante Entrada-Saída- RL
A metodologia conhecida por realimentac¸ão linearizante é
uma técnica de controle não-linear que nos últimos anos despertou
o interesse de grande parte dos pesquisadores. Essa técnica pode
ser utilizada em diversas aplicac¸ões práticas tais como: controle de
aeronaves, rastreamento de trajetórias por robôs manipuladores e
controle de velocidade em motores elétricos [37].
Nesta sec¸ão, será projetada uma realimentac¸ão linearizante
entrada-saída para o problema de rastreamento das trajetórias de
referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em (3.1). Informac¸ões complementares deste
método podem ser obtidos em [34,46].
Relembre que a func¸ão g2(u(t), \phi (t)) > 0 para | \phi (t)| < \pi /2 rad
e u(t) > 0 em (2.49)--(2.50), assim, é possível concluir que as saí-
das y1 = u e y2 = \phi apresentam graus relativos \rho 1 = 1 e \rho 2 = 2,
respectivamente.
Portanto, é imediato que as seguintes realimentac¸ões de esta-
dos não-lineares:
T\mathrm{m}(t) =
[ - f1 (u (t)) + v1 (t)]
k21
, \delta (t) =




asseguram respectivamente, em malha fechada que:
\.u(t) = v1(t), \"\phi (t) = v2(t), (3.20)
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onde v1(t) e v2(t) \in \BbbR são as novas entradas (a serem definidas a
seguir).
Utilizando os sinais de controle (3.19) nas dinâmicas não-
lineares em (2.49)--(2.50), foram obtidos sistemas linearizados equi-
valentes, que correspondem a bancos de um e dois integradores,
respectivamente em (3.20).
Escolhendo as novas entradas v1(t) e v2(t) de (3.20), dadas
por
v1 (t) = \.ur (t) + k1e1 (t) ,
v2 (t) = \"\phi r (t) + k2 \.e2 (t) + k3e2 (t) + k4
t\int 
0
e2 (\tau ) d\tau ,
(3.21)
Note que v2 apresenta a ac¸ão de controle PID, e a partir de (3.21),
resultam as seguintes dinâmicas em malha fechada para os erros de
rastreamentos
\.e1(t) + k1e1(t) = 0,





Resta então determinar os ganhos do controlador k1, k2, k3 e
k4 \in \BbbR , de tal forma que as equac¸ões características em (3.22), se-
jam Hurwitz ou seja, apresentem raízes com parte real negativa, ob-
tendo assim dinâmicas assintoticamente estáveis em malha fechada.
Para determinar os parâmetros de controle k2, k3 e k4 e assim
estabilizar a dinâmica de e2, optamos utilizar para este trabalho o
método LQR em (3.11). Considere para isto, que a equac¸ão diferen-
cial de segunda ordem de (3.22), que corresponde à dinâmica de e2
pode ser reescrita no espac¸o de estados, como
\.e\phi (t) = \mathrm{A}\mathrm{e}e\phi (t) + \mathrm{B}\mathrm{e}v(t), (3.23)
onde v(t) = Kee\phi (t) e e\phi =
\bigl( \int 
e2, e2, \.e2
\bigr) \in \BbbR 3 é o vetor de estados
do sistema,
\mathrm{A}e =
\left[  0 1 00 0 1
0 0 0
\right]  e \mathrm{B}e =
\left[  00
1
\right]  são matrizes conhecidas e Ke =
(k4, k3, k2) são os ganhos da realimentac¸ão que deseja-se determinar
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com z\mathrm{e}(t) = C\mathrm{z}\mathrm{e}e\phi (t) + D\mathrm{z}\mathrm{e}v(t) é o vetor auxiliar, C\mathrm{z}\mathrm{e} e D\mathrm{z}\mathrm{e} são
matrizes diagonais positivas definidas que ponderam os estados e
controles, respectivamente.
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onde e0 \in \BbbR 3 é a condic¸ão inicial para os estados e In\mathrm{e} a matriz
identidade (de ordem adequada). Supondo que Q\mathrm{e} = Q\prime \mathrm{e} \in \BbbR 3\times 3 e
Y\mathrm{e} \in \BbbR 1\times 3 sejam soluc¸ão da LMI (3.25), então a matriz de ganhos
K\mathrm{e} = (k4, k3, k2) que minimiza o funcional J\mathrm{e} de (3.24) é obtida




A lei de controle Realimentac¸ão linearizante entrada-saída
para o Controlador de Rastreamento é definida por (3.19) e (3.21),
com os ganhos do controlador k1 > 0 (escolhido arbitrário), k2, k3,
k4 \in \BbbR provenientes de (3.25).
3.1.4 Controladores baseados em Modos Deslizantes
Para tratar o problema de rastreamento das trajetórias de
referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em (3.1), nesta sec¸ão, propõem-se utili-
zar as seguintes metodologias para o Controlador de Rastreamento:
quase modos deslizantes (QMD) de [34], controle vetorial unitário
(UVC) proposto em [35] e o controle vetorial unitário estendido
(EUVC) desenvolvido recentemente em [36]. Estas escolhas foram
motivadas principalmente por estas técnicas garantirem baixa sen-
sibilidade ao sistema de controle frente às perturbac¸ões externas e
incertezas paramétricas.
Inicialmente, para os projetos destes controladores, define-se,
conforme [34], as seguintes superfícies de deslizamentos
s1(t) = e1(t),
s2(t) = \.e2(t) + ce2(t), c > 0,
(3.26)
onde c é a constante de tempo a ser definida pelo projetista, e
S(t) = (s1(t), s2(t)) \in \BbbR 2 o vetor superfícies de deslizamento.
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3.1.4.1 Quase Modos Deslizantes -QMD
Aqui será utilizada a metodologia quase modos deslizantes
desenvolvida por [34], que provou ser possível substituir as leis de
controle descontínuas, por leis de controle contínuas, para evitar
o fenômeno de chattering. Porém, o erro de rastreamento não con-
verge para a origem mas permanece numa vizinhanc¸a em torno
desta.
Neste projeto, relembre ainda que em (2.49)--(2.50) temos
g2(u(t),\phi (t))>0 para | \phi (t)| < \pi /2 rad e u(t) > 0, e ainda [34] per-
mite que as func¸ões f2, g2 e d2 não sejam perfeitamente conhecidas,
temos então que
\bigm| \bigm| \bigm| f2  - \^f2\bigm| \bigm| \bigm| \leq \=F2, 1\=G2 \leq \^g2g2 \leq \=G2, | d2| \leq \=D2, (3.27)
onde “\^” denota valores nominais, \^f2, F2, \^g2 e \=G2 são func¸ões não-
lineares contínuas e D2 é uma estimativa para a cota superior das
perturbac¸ões externas.
A intenc¸ão inicial era projetar este controlador para compen-
sar explicitamente as incertezas relacionadas aos parâmetros massa
e altura do centro de gravidade do veículo, os quais se encontram
presentes nas func¸ões não-lineares f2 e g2 em (2.49)--(2.50) (tais
incertezas serão utilizadas nos resultados de simulac¸ão do capítulo
seguinte). Porém, as expressões f2 e g2 em func¸ão destes parâme-
tros, apresentaram uma grande complexidade, o que dificultou ob-
ter os limites superiores de desvios paramétricos em (3.27). Desta
forma, neste projeto será considerado que \=F2 \equiv 0 e \=G2 \equiv 1. A
cota superior \=D2 será utilizada posteriormente para compensar as
perturbac¸ões externas utilizadas em simulac¸ão no próximo capítulo.
Considere então as seguintes camadas de fronteiras em torno
das superfícies s1 e s2, conforme [34],
B1(t) = \{ | s1(t)| \leq \epsilon 1\} , B2(t) = \{ | s2(t)| \leq c\epsilon 2\} ,
(3.28)
onde \epsilon 1, \epsilon 2 > 0 são as larguras destas camadas de fronteiras, a
serem definidas pelo projetista.
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Então, os seguintes sinais de controle contínuos
T\mathrm{m}(t) =
\biggl[ 














g2 (u (t) , \phi (t))
,
(3.29)
onde a func¸ão \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}(\cdot ), é dada por
\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}(y) =
\Biggl\{ 
y, para | y| \leq 1,
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(y), para | y| > 1,










s22(t) \leq  - \eta | s2(t)| , (3.30)
o que torna as camadas de fronteiras B1(t) e B2(t) em (3.28), con-
juntos positivamente invariantes, as quais são, respectivamente, al-
canc¸adas em tempo finito dados por:
t\mathrm{r}1 \leq s1(t = 0)
\eta 
, t\mathrm{r}2 \leq s2(t = 0)
\eta 
, (3.31)
Note ainda que, de acordo com [34], a precisão de rastre-
amento depende das larguras das camadas de fronteiras \epsilon 1 e \epsilon 2,
sendo dadas por
| e1(t)| \leq \epsilon 1, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty | e2(t)| \leq \epsilon 2, \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}t\rightarrow \infty | \.e2(t)| \leq 2c\epsilon 2,
(3.32)
Com a utilizac¸ão dos sinais de controle contínuos em (3.29)
para o Controlador de Rastreamento quase modos deslizantes, evita-
se o fenômeno de chattering.
3.1.4.2 Controle Vetorial Unitário-UVC
A técnica conhecida na literatura por controle vetorial unitá-
rio (Unity Vector Control) de [35] é agora utilizada para o problema
de rastreamento das trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em (3.1).
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Para isto, considere que (2.49)--(2.50) pode ser reescrita atra-
vés de:
\"q =M - 1(q)[\tau  - N(\bfq , \.\bfq , t)], (3.33)
onde q = (x, \phi ) \in \BbbR 2, \.q = (u, \.\phi ) \in \BbbR 2 e M(q, \.q) = diag(1/k21-
,1/g2(u, \phi )) \in \BbbR 2\times 2 é a matriz diagonal positiva definida e \tau =
(T\mathrm{m}(t), \delta (t)) \in \BbbR 2 é o vetor de controle.
Seja definido então: N+(\bfq , \.\bfq , t) = \| N(\bfq , \.\bfq , t)\| (a norma eu-
clideana), M - (q, \.q) = \lambda \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(M(q, \.q)) e M+(q, \.q) = \lambda \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(M(q, \.q)),
onde \lambda \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n} e \lambda \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} são os autovalores mínimo e máximo da matriz
M , respectivamente.
A seguinte lei de controle
\tau = (T\mathrm{m}(t), \delta (t)) = \tau 0(\bfq , \.\bfq , t)
S(t)
\| S(t)\| , (3.34)




| c \.e2| + \| \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r}\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
+ \eta 
\biggr] 
, \eta > 0, (3.35)





S\prime S \leq  - \eta \| S\| , (3.36)
seja satisfeita, o que torna o vetor de superfícies S = 0 um conjunto
positivamente invariante, que é alcanc¸ado em tempo finito dado por
t\mathrm{r} \leq \| S(t = 0)\| 
\eta 
, (3.37)
Para determinar o ganho do controlador \tau 0 em (3.35), é utilizada a










\.S\prime S + S\prime \.S
\Bigr) 
= S\prime \.S, (3.39)
Substituindo \.S na expressão (3.39), é possível reescrever
\.V = S\prime 
\biggl[ 




\| S\|  - N
\biggr) \biggr] 
, (3.40)
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Utilizando o Lema .2 (Apêndice 6), na expressão (3.40) resulta em
\.V \leq \| S\| 
\Bigl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + \| M - 1N\| 
\Bigr] 
 - S\prime M - 1(q, \.q)\tau 0 S\| S\| ,
Mostra-se a partir do Lema .4 (Apêndice 6) que é válido considerar
\.V \leq \| S\| 
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
\biggr] 
 - S\prime M - 1(q, \.q)\tau 0 S\| S\| ,
(3.41)
Com o Lema .3 (Apêndice 6) na expressão (3.41), obtém-se
\.V \leq \| S\| 
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)




Assim, (3.35) será atendida se a seguinte condic¸ão for satisfeita
\| S\| 
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
 - \tau 0
M+(q, \.q)
\biggr] 
\leq  - \eta \| S\| ,
o que resulta em:
\tau 0 \geq M+(q, \.q)
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)




Desta forma, a partir de (3.42), recaímos na expressão mostrada em
(3.35). A partir de (3.34) e (3.35), determina-se a lei de controle
UVC para o Controlador de Rastreamento.
3.1.4.3 Controle Vetorial Unitário Estendido- EUVC
Para a técnica de controle vetorial unitário acima, observe
que o mesmo “ganho de realimentac¸ão” \tau 0 de (3.35) é utilizado
para ambos os sinais de controle T\mathrm{m}(t) e \delta (t) em (3.34). Portanto, se
forem utilizados ganhos diferentes para cada entrada, será possível
obter em muitos casos menores amplitudes e energias nos sinais
de controle. Esta foi a grande motivac¸ão pelo desenvolvimento da
versão estendida para o UVC, o controle vetorial unitário estendido
(Extended unity vector control) proposta em [36].
Considere novamente (3.33). Mostraremos na sequência que
as seguintes leis de controle
T\mathrm{m}(t) =
\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t)
k21
S(t)
\| S(t)\| , \delta (t) =
\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t)
g2(u(t), \phi (t))
S(t)
\| S(t)\| , (3.43)
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onde
\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t) =
\biggl[ 
| c \.e2| + \| \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r}\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
+ \eta 
\biggr] 
, \eta > 0, (3.44)
garantem que (3.36) seja satisfeita.
O cálculo desta lei de controle será realizado conforme [36],
mas considerando-se aqui que Q = I (matriz identidade de ordem
adequada), D = M(q, \.q) = diag(1/k21,1/g2(u, \phi )), \Delta = 0 (não fo-
ram consideradas as incertezas paramétricas de massa e altura do
centro de gravidade do veículo, devido à dificuldade em obter um
limite superior destes desvios paramétricos, conforme mencionado
anteriormente), B = 0 e T = diag(t1,t2) é a matriz de ganhos in-
dependentes do controlador que será determinada. Assumindo no-
vamente a func¸ão de Lyapunov em (3.38), e derivando-se V em





\.S\prime S + S\prime \.S
\Bigr) 
= S\prime \.S, (3.45)
Substituindo \.S na expressão (3.45), é possível obter
\.V = S\prime 
\biggl[ 




\| S\|  - N
\biggr) \biggr] 
, (3.46)
Utilizando o Lema .2 (Apêndice 6) na equac¸ão (3.46), é possível
mostrar que:
\.V \leq \| S\| 
\Bigl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + \| M - 1N\| 
\Bigr] 
 - S\prime M - 1(q, \.q)T S\| S\| ,
A partir do Lema .4 (Apêndice 6) é válido considerar que:
\.V \leq \| S\| 
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
\biggr] 
 - S\prime M - 1(q, \.q)T S\| S\| ,
(3.47)
A condic¸ão (3.47) pode ser reescrita por
\.V \leq \| S\| 
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
 - S\prime M - 1(q, \.q)T S\| S\| 2
\biggr] 
,




| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
 - S
\prime M - 1(q, \.q)TS
\| S\| 2
\biggr] 
\leq  - \eta \| S\| ,
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Assumindo que:
\lambda \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(D
 - 1T ) \leq S
\prime M - 1TS
\| S\| 2 , (3.48)
A expressão (3.48) pode ser reescrita como segue
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)
M - (q, \.q)
+ \eta \leq \lambda \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(D - 1T ), (3.49)
Substituindo \lambda \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(D - 1T ) por\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(ti/di) na expressão dada em (3.49)
resultam ganhos independentes do controlador ti > 0 para i = 1, 2
ti \geq di
\biggl[ 
| c \.e2| + \| ( \.u\mathrm{r}, \"\phi \mathrm{r})\| + N
+(\bfq , \.\bfq , t)




que pode ser representada por
ti \geq di\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t), (3.50)
onde \=\tau 0 é dado em (3.44). Relembre que d1 = 1/k21 e d2 = 1/g2(u, \phi ).
Assim, determina-se a partir de (3.50) os ganhos dos sinais de con-
trole T\mathrm{m}(t) e \delta (t) em (3.43), respectivamente, dadas por
t1 =
\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t)
k21
, t2 =
\=\tau 0(\bfq , \.\bfq , t)
g2(u(t), \phi (t))
,
É importante ressaltar que, a técnica de controle UVCE trata
os casos onde a matriz M(q, \.q) de (3.33) não é necessariamente
diagonal. De (3.34), (3.35) (UVC) e (3.43) (UVCE), pode-se con-
cluir que, diferentemente da lei de controle UVC, que apresenta o
mesmo “ganho de realimentac¸ão” \tau 0 = M+\=\tau 0 para ambas as en-
tradas, o método UVCE utiliza ganhos diferentes:
1
k21
\=\tau 0 para Tm e
1
g2(u(t), \phi (t))
\=\tau 0 para \delta .
3.2 SÍNTESE DO CAPÍTULO
Neste capítulo explicamos em detalhes a estrutura de con-
trole em malha fechada utilizada para o problema de rastreamento
das trajetórias \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) do condutor, de modo a alcanc¸ar uma
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conduc¸ão relativamente simples e segura para o transporte dos pas-
sageiros. Além disso, realizamos os diversos projetos para os Con-
troladores de Rastreamento utilizados para o rastreamento das tra-
jetórias de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em (3.1). As metodologias não-
lineares utilizadas foram: o controlador por modos deslizantes e
uma realimentac¸ão linearizante ambos projetados sobre as dinâmi-
cas não-lineares em (2.49)--(2.50), o controle vetorial unitário e
o controle vetorial unitário estendido projetados sobre (3.33). As
metodologias lineares utilizadas foram: um regulador quadrático
linear projetado com base no modelo linearizado do triciclo em
espac¸o de estados em (2.52) e 2 controladores PID com compensa-
c¸ão estática da não-linearidade, projetados sobre as func¸ões de trans-
ferências mostradas na Tabela 2.3, seguindo o projeto de [17]. No
capítulo seguinte, serão mostrados e analisados os resultados de
simulac¸ão obtidos com a estrutura de controle em malha fechada
mostrada na Figura 3.1, utilizando todos estes controladores aqui
desenvolvidos.

4 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÕES DA ESTRUTURA DE
CONTROLE EM MALHA FECHADA
Neste capítulo, serão mostrados os resultados de simulac¸ão
obtidos com a estrutura de controle em malha fechada mostrada na
Figura 3.1, utilizando as seguintes metodologias para os Controla-
dores de Rastreamento:
1. O regulador linear quadrático (LQR) em (3.12);
2. O controlador PID-1 de [17] mostrado em (3.18), o contro-
lador PID-2 em (3.13) e o controlador PID-3 em (3.14) para
o rastreamento de \phi \mathrm{r}(t). Optamos neste trabalho por utilizar
em conjunto com estes controladores a Realimentac¸ão lineari-
zante em (3.19)--(3.21) para rastreamento de u\mathrm{r}(t);
3. O controlador por modos deslizantes (QMD) em (3.29);
4. A realimentac¸ão linearizante entrada-saída (RL) em (3.19)--
(3.21);
5. O controle vetorial unitário (UVC) em (3.34) e o controle ve-
torial unitário estendido (UVCE) em (3.43).
Serão mostrados os resultados de simulac¸ão obtidos com a
estrutura de controle em malha fechada mostrada na Figura 3.1,
com os controladores listados acima, utilizando inicialmente os co-
mandos desejados pelo condutor obtidos de [17]. Posteriormente as
simulac¸ões serão refeitas com estes comandos suavizadas por filtros
de primeira ordem, a fim analisar se há melhoria de desempenho
em malha-fechada sob condic¸ões nominais (sem perturbac¸ões exter-
nas nem incertezas paramétricas) e sob as perturbac¸ões externas e
incertezas paramétricas. Serão mostrados também os resultados de
simulac¸ão obtidos com a estrutura de controle em malha fechada
mostrada na Figura 3.1, com os controladores por modos deslizan-
tes, Realimentac¸ão linearizante e o PID-3, mas utilizando variac¸ão
exponencial conforme [14], e senoidal para o esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado
pelo motorista, sob velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) constante em am-
bos os casos. Para facilitar a análise, em todas as situac¸ões descritas,
serão utilizados os critérios integral do erro ao quadrado (ISE) e
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4.1 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÃO SEM PERTURBAC¸ÕES EXTER-
NAS E COM PARÂMETROS NOMINAIS DO VEÍCULO
Nesta sec¸ão, comec¸aremos mostrando os resultados de simu-
lac¸ão obtidos com a estrutura de controle em malha fechada mos-
trada na Figura 3.1, considerando o caso nominal: sem perturbac¸ões
externas, isto é F1(t) \equiv F2(t) \equiv F3(t) \equiv V\omega (t) \equiv 0 em (2.49)--
(2.50), e utilizando os parâmetros nominais do triciclo em (2.47).
Os valores destes parâmetros foram obtidos de [17] e são listados
na Tabela 5.1 do Apêndice 7.
Inicialmente, o condutor estabelece os comandos desejados
para o ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) e velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t), onde
\delta \mathrm{d} é linear por partes e assume os valores (em graus):
\delta \mathrm{d}(t) =
\left\{                                       
0\circ , para t = [0 5) \mathrm{s};
1\circ , para t = [5 20) \mathrm{s};
 - 1\circ , para t = [20 35) \mathrm{s};
 - 0, 5\circ , para t = [35 45) \mathrm{s};
0\circ , para t = [45 50) \mathrm{s};
1, 5\circ , para t = [50 65) \mathrm{s};
 - 1, 5\circ , para t = [65 80) \mathrm{s};
 - 1\circ , para t = [80 90) \mathrm{s};
0\circ , para t = [90 100) \mathrm{s};
5, 5\circ , para t = [100 115) \mathrm{s};
 - 5, 5\circ , para t = [115 130) \mathrm{s};
 - 2, 5\circ , para t = [130 145) \mathrm{s};
0\circ , para t = [145 160) \mathrm{s};
, (4.1)
Para a gerac¸ão da velocidade desejada u\mathrm{d}, foram utilizadas
as seguintes func¸ões lineares por partes dependentes do tempo (t),
dadas por
u\mathrm{d}(t) =
\left\{             
(20 + t) \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [0 10) \mathrm{s};
30 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [10 50) \mathrm{s};
(80 - t) \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [50 65) \mathrm{s};
15 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [65 100) \mathrm{s};
(115 - t) \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [100 110) \mathrm{s};
5 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, para t = [110 160) \mathrm{s};
,
(4.2)
Estes comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor em
(4.1) e (4.2), foram obtidos de [17], os quais são mostrados res-
pectivamente nas Figuras 4.1a (em graus) e 4.1b.
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Figura 4.1: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade
longitudinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor.
Saídas do Gerador de Trajetórias: (c) trajetória de referência do ân-
gulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e (d) trajetória de referência de velocidade
longitudinal u\mathrm{r}(t) juntamente com a velocidade desejada pelo con-
dutor u\mathrm{d}(t).
(a)















































































A partir destes comandos, o Gerador de Trajetórias determina
as trajetórias de referências lineares por partes \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) em
(3.1) e (3.3)-(3.4), sendo apresentadas nas Figuras 4.1c (ângulo
de inclinac¸ão em graus) e 4.1d, respectivamente. Foi utilizado um
período de amostragem T = 0, 1 s em (3.1) e \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /6 rad = 30\circ 
(graus). Observa-se, que, de acordo com o Gerador de Trajetórias,
u\mathrm{r}(t) \equiv u\mathrm{d}(t) quando | \phi \mathrm{r}(t)| \leq \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} e u\mathrm{r}(t) \not = u\mathrm{d}(t) quando | \phi \mathrm{r}(t)| 
> \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}, conforme é ilustrado nas Figuras 4.1c e 4.1d.
Para as simulac¸ões, foram consideradas as seguintes condic¸ões
iniciais para o veículo: \phi (0) = \.\phi (0) = 0 e u(0) = 25 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 e as de-
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mais variáveis de estados são nulas para t = 0.
Escolhemos, seguindo a metodologia dada em (3.7), para o
controlador LQR as seguintes matrizes de ponderac¸ões:\left\{   C\mathrm{z} = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 1; 0, 25; 1; 0, 5; 0, 1;0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 25; 20; 1; 1)D\mathrm{z} = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(0, 005; 0, 001)
Para o controlador RL, foram utilizados em (3.21) os parâme-
tros de controle: k2 = 20, k3 = 40, 5 e k4 = 41, que foram obtidos
de (3.25) e k1 = 2 escolhido arbitrariamente. Para a escolha de k2,
k3 e k4 foi considerando o método (3.7), assumindo que e0 = 0, 1 a
condic¸ão inicial e as seguintes matrizes de ponderac¸ões\left\{   \mathrm{C}\mathrm{z}\mathrm{e} =
\left[  2 0 00 0 0
0 0 4
\right]  ,\mathrm{D}\mathrm{z}\mathrm{e} =
\left[  00, 1
0
\right]  .
Para os controladores QMD, UVC e UVCE consideramos os
seguintes parâmetros de controle: c = 2 (constante de tempo do
erro) em (3.26), \varepsilon 1 = 0, 75 e \varepsilon 2 = 0, 1 (larguras das camadas limites
de B1 e B2, respectivamente) em (3.28) e \eta = 1 em (3.29), (3.35),
(3.44).
Neste trabalho, nos deparamos com um problema na imple-
mentac¸ão da estratégia de controle em malha-fechada, utilizando
os Controladores de Rastreamento UVC e UVCE. Observe na Figura
4.2a, que a inclinac¸ão \phi \mathrm{e}(t) do veículo obtida com o controlador
UVCE rastreia a trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) com uma precisão boa.
Já a Figura 4.2b mostra a velocidade longitudinal u\mathrm{e}(t) do veículo
obtida com o controlador UVCE, a qual rastreia a trajetória de re-
ferência u\mathrm{r}(t) adequadamente. Entretanto, pode-se concluir a partir
de 4.2c (ângulo de esterc¸o em radianos) e 4.2d, que as entradas \delta (t)
e T\mathrm{m}(t) determinadas pelo controlador UVCE não podem ser imple-
mentadas na prática, pois ambas exibiram chattering (chaveamento
de alta frequência) e além disso, a entrada ângulo de esterc¸o \delta (t)
viola as restric¸ões físicas uma vez que as rodas dianteiras do veí-
culo giram em muitos círculos completos para a esquerda e para a
direita (veja na Figura 4.2c que \delta (t) atinge 50 rad!). Apesar de não
ser mostrado, o controlador UVC também apresentou estes inconve-
nientes e com amplitudes nos sinais de controle ainda maiores do
que o UVCE: a entrada T\mathrm{m}(t) é considerada elevada e o ângulo de
esterc¸o \delta (t) do UVC é da ordem de 107 rad! Por apresentarem sinais
de controle com elevadas amplitudes, foi necessário utilizar passos
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de integrac¸ão muito baixos nas simulac¸ões, da ordem de 10 - 6 para
o UVCE e 10 - 8 para UVC. Por exemplo, para obter os resultados
mostrados na Figura 4.2 com o controlador UVCE, para um tempo
total de simulac¸ão de t = 70 s foi necessário simular por aproxi-
madamente dois dias consecutivos, tornando-se inviável realizar as
simulac¸ões com o controlador UVC.
Figura 4.2: (a) Referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e inclinac¸ão do
veículo obtida com o controlador UVCE \phi \mathrm{e}(t), (b) velocidade desejada pelo
condutor u\mathrm{d}(t), referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida
com o controlador UVCE u\mathrm{e}(t), (c) entrada ângulo de esterc¸o produzida pelo
controlador UVCE e (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador
UVCE.
(a)



































































































Esta elevada amplitude nestes sinais de controle, pode ser ex-
plicada tomando por base o ganho do controlador dado em (3.44).
Foi constatado por simulac¸ão os seguintes valores para os parâme-
tros do controlador N+ \approx 37 E M - \approx 0, 00025. Note que o ganho
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do controlador \=\tau 0 em (3.44) é composto da divisão dos termos N+
por M - o que resulta no valor aproximado de 148000. Além disso,
conforme (3.43) o ganho efetivo do controlador para a entrada T\mathrm{m}
é dividida pelo parâmetro k21 = 0, 007 e a entrada \delta é dividida pela
func¸ão g2 \approx 4000 o que explica as elevadas amplitudes apresentadas
pelas entradas mostradas nas Figuras 4.2d e 4.2c. No controlador
UVC, as entradas apresentam o mesmo ganho \tau 0 para o controla-
dor em (3.35), onde o parâmetro M+ \approx 141, 6 multiplica a divi-
são de N+ por M - , resultando em ganhos extremamente elevados.
Já a questão do chaveamento pode ser entendido a partir dos si-
nais de controle UVC e UVCE em (3.34) e (3.43) respectivamente.





2. Quando a superfície de inclinac¸ão é alcanc¸ada em
tempo finito ou seja, s2 \equiv 0, então s1/
\sqrt{} 
s21
\sim = sign(s1) e o mesmo
raciocínio pode ser aplicado para a entrada \delta .
Para os demais Controladores de Rastreamento utilizados neste
trabalho, as simulac¸ões ocorreram normalmente sem os problemas
de implementac¸ões descritos acima.
Desta forma, percebemos que a inclinac¸ão \phi \mathrm{l}\mathrm{q}(t) do veículo
obtida com o controlador LQR mostrada na Figura 4.3a, a inclinac¸ão
\phi \mathrm{p}1(t), \phi \mathrm{p}2(t), \phi \mathrm{p}3(t) do veículo obtidas com o controladores PID-1,
PID-2 e PID-3 (mostradas juntas) na Figura 4.4a, a inclinac¸ão \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
do veículo obtida com o controlador RL mostrada na Figura 4.5a e
a inclinac¸ão \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) do veículo obtida com o controlador QMD mos-
trada na Figura 4.6a, rastreiam a trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) com
elevada precisão. Tais precisões podem ser observadas pelos erros
de inclinac¸ão obtidos pelos controladores LQR, PID-1, PID-2 e PID-
3 (mostrados juntos), RL e QMD, mostrados nas Figuras 4.3e, 4.4e,
4.5e e 4.6e, respectivamente.
Da mesma forma, a velocidade longitudinal u\mathrm{l}\mathrm{q}(t) do veículo
obtida pelo controlador LQR mostrada na Figura 4.3b, a velocidade
longitudinal u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) do veículo obtida pelo controlador RL associado
ao PID-1 mostrada na Figura 4.4b, a velocidade longitudinal u\mathrm{r}\mathrm{l}(t)
do veículo obtida pelo controlador RL mostrada na Figura 4.5b e a
velocidade longitudinal u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) do veículo obtida pelo controlador
QMD mostrada na Figura 4.6b, rastreiam a trajetória de referência
u\mathrm{r}(t) com precisão satisfatória. Já os erros de rastreamento da velo-
cidade longitudinal associados a estes controladores são mostrados
nas Figuras 4.3f, 4.4f, 4.5f e 4.6f, respectivamente. Por simplicidade,
iremos mostrar somente os resultados obtidos por um controlador
RL (associado ao PID-1), pois os controladores PID-2 e PID-3 foram
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associados a este mesmo controlador, mantendo assim os mesmos
resultados apresentados nas Figuras 4.4b e 4.4f.
Na sequência, serão analisados os sinais de controle resultan-
tes destas simulac¸ões: \delta (t) (ângulo de esterc¸o das rodas dianteiras)
e o T\mathrm{m}(t) (torque mecânico produzido na roda traseira).
Observamos que a entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) produ-
zida pelo controlador LQR mostrada na Figura 4.3c, as entradas
\delta \mathrm{p}1(t), \delta \mathrm{p}2(t) e \delta \mathrm{p}3(t) produzidas pelos controladores PID-1, PID-2
e PID-3 (mostradas juntas) na Figuras 4.4c, a entrada ângulo de
esterc¸o \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida pelo controlador RL mostrada na Figura
4.5c e a entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) produzida pelo contro-
lador QMD mostrada na Figura 4.6c, são possíveis de serem im-
plementadas na prática, pois as mesmas não ultrapassam o valor
do ângulo de esterc¸o máximo suportado pelas rodas dianteiras do
veículo que corresponde a | \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| = \pi /4 rad = 45\circ (graus). Mesmo
com poucas oscilac¸ões de alta amplitude e com rápidas variac¸ões, te-
mos conforme esperávamos o sistema steer-by-wire, ou seja \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) \sim =
\delta \mathrm{d}(t), \delta \mathrm{p}1(t) \sim = \delta \mathrm{p}2(t) \sim = \delta \mathrm{p}3(t) \sim = \delta \mathrm{d}(t), \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) \sim = \delta \mathrm{d}(t) e \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) \sim =
\delta \mathrm{d}(t). Os picos que aparecem durante os transitórios nestas entra-
das são inerentes ao sistema STC utilizado pelo veículo. Note que
tais oscilac¸ões ocorrem precisamente quando a trajetória de referên-
cia \phi \mathrm{r}(t) apresenta variac¸ões relativamente rápidas. Fisicamente, as
rodas dianteiras do veículo esterc¸am fazendo com que o corpo do
veículo se incline e mantenha o ângulo de inclinac¸ão juntamente
com a referência. Este comportamento é intuitivo e esperado do
ponto de vista físico.
As Figuras 4.3d, 4.4d, 4.5d e 4.6d mostram as entradas tor-
que produzidas pelos controladores: LQR, RL associado ao PID-1,
RL e QMD respectivamente. Note que estas entradas no geral, apre-
sentam picos com amplitudes mais elevadas, que ocorrem nos mes-
mos instantes de tempo em que a trajetória de referência u\mathrm{r}(t) apre-
senta rápidas variac¸ões (veja Figura 4.1d), permanecendo baixas
nos demais instantes de tempo.
No geral, espera-se que | \phi \mathrm{r}(t)| \leq \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /6 rad= 30\circ (graus)
e u\mathrm{r}(t)\sim = u\mathrm{d}(t). Quando há rastreamento perfeito em malha-fechada,
isto é \phi (t) = \phi \mathrm{r}(t) e u(t) = u\mathrm{r}(t) \sim = u\mathrm{d}(t) (Figuras 4.3a-4.4a-4.5a-
4.6a e 4.3b-4.4b-4.5b-4.6b), a dinâmica simplificada de ordem redu-
zida para \phi (t) em (3.2) juntamente com (3.3)-(3.4), garantem que
\delta (t) \sim = \delta \mathrm{d}(t). Assim, é razoável considerar também para o modelo de
9-GL do PVI3R, que \delta (t) \sim = \delta \mathrm{d}(t) (vide Figuras 4.3c-4.4c-4.5c-4.6c).
Resolve-se desta forma o problema de rastreamento das trajetórias
\delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejadas pelo condutor.
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Tabela 4.1: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastrea-
mento em simulac¸ão sem perturbac¸ões externas e com parâmetros nominais no











Regulador quadrático linear (LQR) 0,088 117,5 0,401 1, 152 108
PID-1+ RL 0,069 6,003 0,375 1, 9 107
PID-2 + RL 0,051 6,003 0,379 1, 9 107
PID-3 + RL 0,036 6,003 0,384 1, 9 107
Quase modos deslizantes (QMD) 0,024 6,278 0,355 1, 9 107
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,010 6,003 0.352 1, 9 107
Analisaremos agora os índices de desempenho obtidos em
simulac¸ão dos diversos Controladores de Rastreamento, os quais têm
os valores mostrados na Tabela 4.1. Percebe-se dos valores da tabela,
que o Controlador de Rastreamento Realimentac¸ão linearizante (RL),
projetado de modo a garantir que e1 \rightarrow 0 e e2 \rightarrow 0 (rastreamento
perfeito), foi o que apresentou o melhor desempenho em todos os
índices, quando comparado com os demais controladores. Isto já era
esperado, pois os controladores PID e o LQR foram projetados com
base no sistema linearizado, e o QMD utiliza camadas de frontei-
ras para o modelo não-linear. Note ainda que o índice
\int 
e22 relativo
ao RL, foi aproximadamente cinco vezes menor que os correspon-
dentes obtidos pelos controladores PID, o que indica uma precisão
maior do controlador RL no rastreamento da trajetória \phi \mathrm{r}(t). Entre-
tanto, apesar dos controladores PID apresentarem um desempenho
inferior, estes controladores necessitam apenas da realimentac¸ão de
saída e não de todo o vetor de estados como o RL que apresenta
maior custo e complexidade de implementac¸ão. Já o Controlador de
Rastreamento Regulador linear quadrático (LQR) foi o que apresen-
tou o pior desempenho em todos os índices, em relac¸ão aos demais
controladores. Além disso, os controladores PID-2 e PID-3 (ambos
projetados nesta dissertac¸ão) apresentaram desempenho
\int 
e22 me-
lhor em relac¸ão ao PID-1 de [17], com aproximadamente o mesmo
índice
\int 
\delta 2 (energia utilizada pelo sinal de controle \delta ), associados
ao mesmo controlador RL.
Na sec¸ão seguinte, serão mostrados os resultados de simula-
c¸ão obtidos com a estrutura de controle mostrada na Figura 3.1, sob
perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo. Para
isto, serão utilizados os seguintes Controladores de Rastreamento:
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LQR, PID-1,PID-2 e PID-3, RL e QMD. Não serão utilizados os Con-
troladores de Rastreamento UVC e UVCE, pois conforme mostrado
nas Figuras 4.2c e 4.2d, estes controladores apresentaram sinais de
controle que violam as restric¸ões físicas além de exibirem o fenô-
meno de chattering.
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Figura 4.3: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (b) velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e ve-
locidade do veículo u\mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (c) ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) produzida pelo
controlador LQR, (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador LQR,
(e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador LQR e (f) erro de velocidade ob-
tido pelo controlador LQR.
(a)
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Figura 4.4: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores PID-1 \phi \mathrm{p}1(t), PID-2 \phi \mathrm{p}2(t)
e PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t), e velocidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o contro-
lador RL, (c) ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entradas ângulos
de esterc¸o produzidas pelos controladores PID-1 \delta \mathrm{p}1(t), PID-2 \delta \mathrm{p}2(t) e PID-3
\delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL, (e) erros
de inclinac¸ão obtidos pelos controladores PID-1 e2\mathrm{p}1(t), PID-2 e2\mathrm{p}2(t) e PID-3
e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelo controlador RL.
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Figura 4.5: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (b) velocidade de-
sejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e ve-
locidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (c) ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida pelo
controlador RL, (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL,
(e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador RL e (f) erro de velocidade obtido
pelo controlador RL.
(a)
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Figura 4.6: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (b) velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e
velocidade do veículo u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (c) ângulo de
esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) pro-
duzida pelo controlador QMD, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador QMD, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador QMD e (f)
erro de velocidade obtido pelo controlador QMD.
(a)
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4.2 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÃO COM PERTURBAC¸ÕES EXTER-
NAS E INCERTEZAS PARAMÉTRICAS NO VEÍCULO
Nesta sec¸ão, mostraremos os resultados de simulac¸ão obtidos
com a estrutura de controle mostrada na Figura 3.1, considerando
perturbac¸ões externas, ou seja F1(t) \not = F2(t) \not = F3(t) \not = V\omega (t) \not = 0
em (2.49)--(2.50) e incertezas paramétricas de massa e altura do
centro de gravidade no veículo em (2.47).
Assume-se, conforme [17], que as perturbac¸ões externas va-
riam “aleatoriamente”, com | Fi(t)| \leq 800 N, para i = 1, 2, 3, e 5
\mathrm{m}\mathrm{s} - 1 \leq V\omega (t) \leq 12 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, onde | Fi(t)| é a forc¸a exercida na roda i
pelo solo e V\omega (t) é a velocidade dos ventos laterais sobre o veículo,
as quais são ilustradas nas Figuras 4.7a e 4.7b, respectivamente.
Figura 4.7: Perturbac¸ões externas utilizadas nas simulac¸ões: (a) forc¸as exer-
cidas nas rodas do veículo pelo solo, F1(t), F2(t) e F3(t) e (b) velocidade dos
ventos laterais sobre o veículo V\omega (t).
(a)























































Considere que, os valores nominais para a massa e altura do
centro de gravidade do veículo (corpo 2) são m2 = 500 kg e h2 =
1 m, respectivamente. Desta forma, iremos utilizar nas simulac¸ões,
incertezas nestes parâmetros de +20\% e  - 5\%, respectivamente.
Foi verificado em (2.49)--(2.50) que | d2(\phi , t)| < D2, onde
D2 \triangleq 70 é a estimativa da cota superior para as perturbac¸ões ex-
ternas utilizadas, considerando | \phi | < \pi /4 rad e t \geq 0. Para que o
controlador QMD consiga rejeitar estas perturbac¸ões, readaptamos
o sinal de controle \delta (t) em (3.29), substituindo simplesmente \eta por
\eta +D2. Para maiores detalhes, veja [34].
Sendo assim, observa-se o rastreamento da trajetória de re-
ferência \phi \mathrm{r}(t), obtidos com os controladores LQR, PID1, PID-2 e
4.2. Resultados de simulac¸ão com perturbac¸ões externas e
incertezas paramétricas no veículo 109
PID-3 (mostrados juntos), RL e QMD, os quais são mostrados nas
Figuras 4.8a, 4.9a, 4.10a e 4.11a, respectivamente. Já as correspon-
dentes entradas ângulo de esterc¸o produzidas por estes controlado-
res são mostradas nas Figuras 4.8c, 4.9c, 4.10c e 4.11c respectiva-
mente, sob as perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas. No-
tamos que estes resultados são semelhantes ao caso nominal (sem
perturbac¸ões externas nem incertezas paramétricas) que foram ob-
tidos na sec¸ão anterior, (veja as Figuras 4.3a, 4.4a, 4.5a e 4.6a e
4.3c, 4.4c, 4.5c e 4.6c).
Da mesma forma, as Figuras 4.8b, 4.9b, 4.10b e 4.11b re-
presentam o rastreamento da trajetória de referência u\mathrm{r}(t) obtidos
com os controladores LQR, RL (associado ao PID-1), RL e QMD
respectivamente. As Figuras 4.8d, 4.9d, 4.10d e 4.11d, ilustram
respectivamente as entradas torque mecânico produzidas por estes
controladores, sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas.
Note que a dinâmica \.u em (2.49)--(2.50) não é influenciada pelas
perturbac¸ões externas, o que torna estes resultados equivalentes aos
obtidos na Sec¸ão 4.1 (sem perturbac¸ões externas nem incertezas pa-
ramétricas), os quais são mostrados nas Figuras (4.3b, 4.4b, 4.5b,
4.6b e 4.3d, 4.4d, 4.5d e 4.6d).
Tabela 4.2: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo,











Regulador quadrático linear (LQR) 0,090 117,5 0,421 1, 152 108
PID-1 + RL 0,069 6,003 0,392 1, 9 107
PID-2 + RL 0,052 6,003 0,396 1, 9 107
PID-3 + RL 0,036 6,003 0,402 1, 9 107
Quase modos deslizantes (QMD) 0,009 6,278 0,407 1, 9 107
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,011 6,003 0,406 1, 9 107
Analisaremos agora os índices de desempenho obtidos em
simulac¸ão dos Controladores de Rastreamento, que têm os seus valo-
res mostrados na Tabela 4.2, sob as perturbac¸ões externas e incer-
tezas paramétricas. A partir destes dados, é possível afirmar que o
Controlador de Rastreamento Quase modos deslizantes (QMD) foi o
que apresentou o melhor desempenho para
\int 
e22, mantendo os de-
mais índices aproximadamente iguais aos demais controladores. A
maior precisão de rastreamento já era esperada devido a utilizac¸ão
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da cota superior D2 no sinal de controle \delta (t) em (3.29). Tal cota
foi utilizada visando compensar explicitamente as perturbac¸ões ex-
ternas. Note que o valor obtido para
\int 
e2 pelos controladores QMD
e RL se apresentaram relativamente próximos, sendo aproximada-
mente 5 vezes menores que os obtidos pelos controladores PID. As-
sim, toda a análise realizada na sec¸ão anterior sobre o custo e com-
plexidade de implementac¸ão destes controladores pode ser aqui es-
tendida. Já o Controlador de Rastreamento Regulador linear qua-
drático (LQR) foi o que apresentou o pior desempenho em todos
os índices analisados. Nota-se que os controladores PID-2 e PID-3,
mantiveram também nesta situac¸ão, um melhor desempenho em\int 
e2 em relac¸ão ao PID-1 de [17], utilizando aproximadamente a
mesma energia em \delta (t), associados ao mesmo controlador RL.
Na sec¸ão seguinte, mostraremos os resultados de simulac¸ão
obtidos com a estrutura de controle da Figura 3.1, consideraremos
porém, utilizar comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor
mais próximos de uma situac¸ão prática. Buscamos com isso, inves-
tigar se há melhor desempenho nestas situac¸ões, dos Controladores
de Rastreamento utilizados neste trabalho.
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Figura 4.8: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (b) velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e ve-
locidade do veículo u\mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (c) ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) produzida pelo
controlador LQR, (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador LQR,
(e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador LQR e (f) erro de velocidade ob-
tido pelo controlador LQR.
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Figura 4.9: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores PID-1 \phi \mathrm{p}1(t), PID-2 \phi \mathrm{p}2(t)
e PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o contro-
lador RL, (c) ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entradas ângulo
de esterc¸o produzidas pelos controladores PID-1 \delta \mathrm{p}1(t), PID-2 \delta \mathrm{p}2(t) e PID-3
\delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL, (e) erros
de inclinac¸ão obtidos pelos controladores PID-1 e2\mathrm{p}1(t), PID-2 e2\mathrm{p}2(t) e PID-3
e2\mathrm{p}3(t), (f) erro de velocidade obtido pelo controlador RL.
(a)
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Figura 4.10: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (b) velocidade de-
sejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e ve-
locidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (c) ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida pelo
controlador RL, (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL,
(e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador RL e (f) erro de velocidade obtido
pelo controlador RL.
(a)
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Figura 4.11: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (b) velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e
velocidade do veículo u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (c) ângulo de
esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) pro-
duzida pelo controlador QMD, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador QMD, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador QMD e (f)
erro de velocidade obtido pelo controlador QMD.
(a)
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4.3 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÃO SEM PERTURBAC¸ÕES EXTER-
NAS E PARÂMETROS NOMINAIS DO VEÍCULO, USANDO UM
FILTRO DE TRAJETÓRIAS
Perceba que, os comandos desejados pelo condutor, o ângulo
de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) e velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) mostrados nas Figu-
ras 4.1a e 4.1b respectivamente, que foram utilizados nas simulac¸õ-
es até o momento, apresentam variac¸ões bruscas do tipo degrau,
não correspondendo assim a um comportamento realista para o con-
dutor. Desse modo, diferentemente de [10,17], neste trabalho serão
realizadas simulac¸ões que sejam mais próximas de uma conduc¸ão
prática do veículo. Então, nesta sec¸ão, os comandos mostrados na
Figura 4.1a e 4.1b, serão agora consideradas como sendo as intenc¸õ-
es do condutor (o que ele tem em mente), ou seja intenc¸ão para o
ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e intenc¸ão para a velocidade longitudinal
u\mathrm{i}(t), os quais são mostrados nas Figuras 4.12a e 4.12b, respectiva-
mente.
Propomos então, que os “novos” comandos desejados \delta \mathrm{d}(t) e
u\mathrm{d}(t) pelo condutor (sua ac¸ão efetiva), correspondam a uma “suavi-
zac¸ão” de \delta \mathrm{i}(t) e u\mathrm{i}(t), respectivamente. Isto pode ser obtido através
da utilizac¸ão dos filtros passa-baixas de primeira ordem com cons-
tantes de tempo \tau \delta = 0,28 s e \tau \mathrm{u} = 1 s respectivamente dados por:
\delta \mathrm{d} (s) =
3, 5
(s+ 3, 5)
\delta \mathrm{i} (s) , u\mathrm{d} (s) =
1
(s+ 1)
u\mathrm{i} (s) , (4.3)
onde as entradas do filtro são as intenc¸ões do condutor \delta \mathrm{i}(t) e u\mathrm{i}(t)
(o que ele tem em mente), e as saídas são os comandos efetivamente
desejados \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t), os quais são mostrados nas Figuras 4.12a e
4.12b, respectivamente. Visto que, tais filtros tendem a atrasar as
respostas, as constantes de tempo \tau \delta e \tau \mathrm{u} em (4.3), foram ajustadas
em simulac¸ão para obter trajetórias “suaves” e com tempo de res-
posta mais próximo do comportamento do motorista durante uma
conduc¸ão. A entrada e saída correspondente a cada filtro é mos-
trada em detalhes nas Figuras 4.12c e 4.12d, respectivamente.
Assim, nesta sec¸ão, as simulac¸ões com a estrutura de controle
mostrada na Figura 3.1 serão refeitas, inicialmente sem perturbac¸ões
externas, isto é F1(t) \equiv F2(t) \equiv F3(t) \equiv V\omega (t) \equiv 0 em (2.49)--(2.50)
e com os parâmetros nominais do veículo em (2.47). Considerare-
mos agora os comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor pro-
venientes de (4.3).
Para este caso então, observamos o rastreamento da trajetó-
ria de referência \phi \mathrm{r}(t) obtidos com os controladores LQR, PID-1,
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Figura 4.12: (a) Intenc¸ão do ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t)
desejado referentes ao condutor, (b) intenc¸ão de velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, (c) detalhes da intenc¸ão do ângulo de
esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado referentes ao condutor para
99 \leq t \leq 104 e (d) detalhes da intenc¸ão de velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade
desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor para 0 \leq t \leq 20.
(a)




















































































PID-2 e PID-3 (mostrados juntos), RL e QMD, sendo mostrados nas
Figuras 4.13a, 4.14a, 4.15a e 4.16a, respectivamente. Nota-se uma
alta precisão obtida por todos os controladores. As corresponden-
tes entradas ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores são
mostradas nas Figuras 4.13c, 4.14c, 4.15c e 4.16c, respectivamente.
Podemos notar que estas entradas apresentaram picos menores de
oscilac¸ões, quando comparadas com as entradas obtidas na Sec¸ão
4.1, as quais foram mostradas nas Figuras 4.13c, 4.14c, 4.15c e
4.16c sob as mesmas condic¸ões (sem perturbac¸ões externas nem in-
certezas paramétricas). Estes picos menores foram obtidos devido
4.3. Resultados de simulac¸ão sem perturbac¸ões externas e
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a utilizac¸ão dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor
provenientes de (4.3).
O rastreamento da trajetória de referência u\mathrm{r}(t), obtidos com
os controladores LQR, RL (associado ao PID-1), RL e QMD são vis-
tos nas Figuras 4.13b, 4.14b, 4.15b e 4.16b, respectivamente. Já as
correspondentes entradas torque produzidas por estes controlado-
res são mostradas nas Figuras 4.13d, 4.14d, 4.15d e 4.16d, respecti-
vamente. Note que tais entradas apresentam picos com amplitudes
menores quando comparadas com as entradas obtidas na Sec¸ão 4.1,
as quais são mostradas nas Figuras 4.3d, 4.4d, 4.5d e 4.6d, sob as
mesmas condic¸ões (sem perturbac¸ões externas nem incertezas pa-
ramétricas no veículo).
Tabela 4.3: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão sem perturbac¸ões externas e com parâmetros nominais do veículo











Regulador quadrático linear (LQR) 0,030 117,5 0,395 1, 14 108
PID-1 + RL 0,054 6,238 0,369 8 106
PID-2 + RL 0,044 6,238 0,373 8 106
PID-3 + RL 0,024 6,238 0,378 8 106
Quase modos deslizantes (QMD) 0,017 6,455 0,344 7, 5 106
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,003 6,238 0,346 8 106
Analisaremos neste momento os índices de desempenho obti-
dos pelos Controladores de Rastreamento, que tem os valores mostra-
dos na Tabela 4.3. Destes dados, podemos deduzir que a Realimen-
tac¸ão linearizante (RL) foi o que apresentou o melhor desempe-
nho em todos índices, comparados aos outros controladores. Isto
já era esperado pelos desempenho anterior apresentado por este
controlador na Sec¸ão 4.1, também sob as mesmas condic¸ões (sem
perturbac¸ões externas nem incertezas paramétricas no veículo). Com-
parando ainda os índices de desempenho mostrados na Tabela 4.3
com os da Tabela 4.1 ambas obtidas no caso nominal, podemos






T 2\mathrm{m} para todos os Contro-
ladores de Rastreamento utilizados. Isto se reflete em uma maior
precisão no rastreamento de \phi \mathrm{r}(t) e considerável reduc¸ão da ener-
gia utilizada por ambos sinais de controle \delta (t) e T\mathrm{m}(t) mantendo a
mesma precisão no rastreamento de u\mathrm{r}(t). Isto foi possível devido
a utilizac¸ão dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor,
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mais próximos de uma conduc¸ão prática do veículo, os quais são
provenientes de (4.3).
Na sec¸ão seguinte, serão mostrados os resultados de simulac¸ão
obtidos com a estrutura de controle da Figura 3.1. Nesta situac¸ão
serão consideradas perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas
no veículo, utilizando os comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo con-
dutor oriundos de (4.3).
4.3. Resultados de simulac¸ão sem perturbac¸ões externas e
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Figura 4.13: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (b) intenc¸ão de
velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, trajetória
de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o
controlador LQR, (c) intenc¸ão do ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) pro-
duzida pelo controlador LQR, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador LQR, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador LQR e (f) erro
de velocidade obtido pelo controlador LQR.
(a)
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Figura 4.14: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores PID-1 \phi \mathrm{p}1(t), PID-2 \phi \mathrm{p}2(t)
e PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) intenc¸ão de velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t)
referentes ao condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade
do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (c) intenc¸ão do ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado referentes ao condutor e entradas
ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores PID-1 \delta \mathrm{p}1(t), PID-2 \delta \mathrm{p}2(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL,
(e) erros de inclinac¸ão obtidos pelos controladores PID-1 e\mathrm{p}1(t), PID-2 e\mathrm{p}2(t) e
PID-3 e\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelo controlador RL.
(a)
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Figura 4.15: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (b) intenc¸ão de velo-
cidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, trajetória de
referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o con-
trolador RL, (c) intenc¸ão do ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t)
desejado referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida
pelo controlador RL, (d) entrada torque mecânico produzida pelo controlador
RL, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador RL e (f) erro de velocidade
obtido pelo controlador RL.
(a)




































































































































Capítulo 4. Resultados de Simulac¸ões da Estrutura de Controle em
Malha Fechada
Figura 4.16: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (b) intenc¸ão de
velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, trajetória
de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o
controlador QMD, (c) intenc¸ão de ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) desejado referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) pro-
duzida pelo controlador QMD, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador QMD, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador QMD e (f)
erro de velocidade obtido pelo controlador QMD.
(a)
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4.4 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÃO COM PERTURBAC¸ÕES EXTER-
NAS E INCERTEZAS PARAMÉTRICAS DO VEÍCULO, USANDO
UM FILTRO DE TRAJETÓRIAS
Nesta sec¸ão, mostraremos os resultados de simulac¸ão obtidos
com a estrutura de controle mostrada na Figura 3.1, com perturbac¸õ-
es externas mostradas nas Figuras 4.7a e 4.7b em (2.49)--(2.50) e
incertezas paramétricas de +20\% da massa e  - 5\% da altura do cen-
tro de gravidade no veículo em (2.47). Para estas simulac¸ões, serão
utilizados os comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor obti-
dos de (4.3).
Assim,o rastreamento da trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) obti-
dos pelos controladores LQR, PID-1, PID-2 e PID-3 (mostrados jun-
tos), RL e QMD, podem ser vistos nas Figuras 4.17a, 4.18a, 4.19a e
4.20a, respectivamente. As entradas ângulo de esterc¸o produzidas
por estes controladores são mostradas nas Figuras 4.8c, 4.9c, 4.10c
e 4.11c respectivamente, sob perturbac¸ões externas e as incertezas
paramétricas.
O rastreamento da trajetória de referência u\mathrm{r}(t) obtido pelos
controladores LQR, RL (associado ao PID-1), RL e QMD são ilustra-
dos nas Figuras 4.8b, 4.9b, 4.10b e 4.11b, respectivamente. E as cor-
respondentes entradas torque produzidas pelos controladores são
mostradas nas Figuras 4.8b, 4.9b, 4.10b e 4.11b, sob perturbac¸ões
externas e as incertezas paramétricas.
Destas figuras, nota-se um rastreamento das trajetórias de re-
ferências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) bastante satisfatório, e obtenc¸ão de sinais
de controle \delta (t) e T\mathrm{m}(t) que podem ser implementadas na práti-
cas, pois os mesmos apresentam amplitudes que não ultrapassam
os limites do triciclo, sob perturbac¸ões externas e incertezas para-
métricas, utilizando os comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) obtidos a partir de
(4.3).
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Tabela 4.4: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas do veículo











Regulador quadrático linear (LQR) 0,032 117,5 0,401 1, 14 108
PID-1 + RL 0,054 6,238 0,375 8 106
PID-2 + RL 0,045 6,238 0,378 8 106
PID-3 + RL 0,024 6,238 0,384 8 106
Quase modos deslizantes (QMD) 0,001 6,455 0,377 7, 5 106
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,004 6,238 0,410 8 106
Analisaremos agora os índices de desempenho obtidos pelos
Controladores de Rastreamento para esta simulac¸ão, com os seus
valores mostrados na Tabela 4.4. Nesta situac¸ão, o Controlador de
Rastreamento Quase modos deslizantes foi o que apresentou o me-
lhor desempenho em
\int 
e22, mantendo os demais índices aproximada-
mente iguais aos outros controladores. Note ainda que o índice
\int 
e22
obtido pelo QMD foi muito superior aos dos demais controladores,
sendo aproximadamente 4 vezes menor que o obtido pelo RL e de
10 vezes menor que os dos controladores PID. Comparando ainda
os dados mostrados na Tabela 4.4 com os dados da Tabela 4.2, (am-
bos obtidos sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas),






T 2\mathrm{m}, mantendo apro-
ximadamente igual o
\int 
e21 para todos controladores utilizados.
Dos resultados mostrados nas Sec¸ões 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, pude-
mos concluir que o objetivo de rastreamento dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e
u\mathrm{d}(t) desejados pelo condutor, foram alcanc¸ados tanto sob condic¸ões
nominais (sem perturbac¸ões externas nem incertezas paramétricas)
quanto sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas de massa
e altura do centro de gravidade do veículo. Ainda foi observado que
com a utilizac¸ão dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) do condutor obtidos em
(4.3), houve melhoria na precisão de rastreamento de \phi \mathrm{r}(t) além de
menores esforc¸os em ambos sinais de controle \delta (t) e T\mathrm{m}(t), man-
tendo a mesma precisão no rastreamento de u\mathrm{r}(t) para todos os
controladores utilizados neste trabalho.
Na sec¸ão seguinte, serão mostrados resultados de simulac¸ão
da estrutura de controle mostrada na Figura 3.1, com os Controlado-
res de Rastreamento Quase modos deslizantes (QMD), Realimentac¸ão
4.4. Resultados de simulac¸ão com perturbac¸ões externas e
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linarizante (RL) e PID-3. Estas escolhas foram motivadas por serem
os 3 controladores que apresentaram os melhores desempenhos nos
resultados de simulac¸ões obtidos até o momento. Na sec¸ão seguinte,
propomos então reproduzir diversas situac¸ões em que o condutor
do triciclo deseja percorrer trajetórias circular e também desviar de
obstáculos.
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Figura 4.17: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o controlador LQR, (b) intenc¸ão de
velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, trajetória
de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{l}\mathrm{q}(t) obtida com o
controlador LQR, (c) intenc¸ão de ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o
desejado \delta \mathrm{d}(t) referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{l}\mathrm{q}(t) pro-
duzida pelo controlador LQR, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador LQR, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador LQR e (f) erro
de velocidade obtido pelo controlador LQR.
(a)
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Figura 4.18: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores PID-1 \phi \mathrm{p}1(t), PID-2 \phi \mathrm{p}2(t)
e PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) intenc¸ão de velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t)
referentes ao condutor, trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade
do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (c) intenc¸ão de ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) referentes ao condutor e entradas
ângulo de esterc¸o produzidas pelo controladores PID-1 \delta \mathrm{p}1(t), PID-2 \delta \mathrm{p}2(t) e
PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) Entrada torque mecânico produzida pelo controlador RL, (e)
erros de inclinac¸ão obtidos pelos controladores PID-1 e2\mathrm{p}1(t), PID-2 e2\mathrm{p}2(t) e
PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelo controlador RL .
(a)
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Figura 4.19: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL, (b) intenc¸ão de velo-
cidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) do condutor referentes ao condutor,
trajetória de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{r}\mathrm{l}(t) ob-
tida com o controlador RL, (c) intenc¸ão de ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo
de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida pelo controlador RL, (d) entrada torque mecânico produzida
pelo controlador RL, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador RL e (f)
erro de velocidade obtido pelo controlador RL.
(a)
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Figura 4.20: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, (b) intenc¸ão de
velocidade u\mathrm{i}(t) e velocidade desejada u\mathrm{d}(t) referentes ao condutor, trajetória
de referência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o
controlador QMD, (c) intenc¸ão de ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{i}(t) e ângulo de esterc¸o
desejado \delta \mathrm{d}(t) referentes ao condutor e entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) pro-
duzida pelo controlador QMD, (d) entrada torque mecânico produzida pelo
controlador QMD, (e) erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador QMD e (f)
erro de velocidade obtido pelo controlador QMD.
(a)
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4.5 RESULTADOS DE SIMULAC¸ÃO COM TRAJETÓRIA CIRCULAR
E SENOIDAL REALIZADAS PELO VEÍCULO
Nesta sec¸ão, mostraremos os resultados de simulac¸ão obti-
dos com a estrutura de controle mostrada na Figura 3.1, utilizando
os Controladores de Rastreamento: Quase modos deslizantes (QMD),
Realimentac¸ão linearizante (RL) e PID-3. Estas escolhas foram moti-
vadas devido aos melhores desempenhos obtidos por estes três con-
troladores nas simulac¸ões mostradas nas sec¸ões anteriores. Busca-
se então nesta sec¸ão, reproduzir situac¸ões mais próximas de uma
conduc¸ão prática, onde o condutor do triciclo deseja percorrer tra-
jetórias circulares conforme [14] e também desviar de obstáculos
(“slalom”). Para isto, serão utilizadas por simplicidade, variac¸ões ex-
ponenciais e senoidais, respectivamente para o comando \delta \mathrm{d}(t) de-
sejado pelo condutor, mantendo a velocidade u\mathrm{d}(t) constante em
todos os casos. Todas as simulac¸ões serão realizadas sob as perturba-
c¸ões externas mostradas nas Figuras 4.7a e 4.7b em (2.49)--(2.50),
e incertezas paramétricas de +20\% da massa e  - 5\% da altura do
centro de gravidade no veículo em (2.47).
4.5.1 Estudo de Caso 1
Agora serão mostrados os resultados de simulac¸ão obtidos
com a estratégia de controle em malha-fechada mostrada na Figura
3.1, utilizando os Controladores de Rastreamento quase modos desli-
zantes, realimentac¸ão linearizante e PID-3.
Para as simulac¸ões, foram utilizadas as seguintes condic¸ões
iniciais para o veículo: \phi (0) = \.\phi (0) = 0 e u(0) = 5 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1, mantendo
nula as demais variáveis de estados em t = 0.




0 , para 0 \leq t \leq 2 \mathrm{s},
 - 0, 12(1 - e - t/\tau 1) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} , para t > 2 \mathrm{s}, ,
(4.4)
onde \tau 1 = 0, 5 s é a constante de tempo, e u\mathrm{d} = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 a veloci-
dade longitudinal desejada pelo condutor, os quais são mostrados
nas Figuras 4.21a (em graus) e 4.21b, respectivamente. Note que
tais comandos \delta d em (4.4) e ud, correspondem a uma reproduc¸ão
simplificada para uma situac¸ão em que o condutor deseja percorrer
uma trajetória circular.
A partir destes comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) estabelecidos pelo con-
dutor, o Gerador de Trajetórias determina as trajetórias de referên-
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
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Figura 4.21: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade longitu-
dinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor. Saídas do Gerador
de Trajetórias: (c) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e (d)
Trajetória de referência de velocidade longitudinal u\mathrm{r}(t).
(a)







































































cias \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), as quais são mostradas nas Figuras 4.21c (em
graus) e 4.21d, respectivamente.
Desta forma, perceba na Figura 4.22a que, a inclinac¸ão do veí-
culo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) obtida com o controlador QMD, a inclinac¸ão do veículo
\phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com o controlador RL e a inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{p}3(t)
obtida com o controlador PID-3 rastreiam a trajetória de referência
\phi \mathrm{r}(t) de forma precisa. A baixa amplitude apresentada pelos erros
de inclinac¸ão e2\mathrm{q}\mathrm{m} para o QMD, e2\mathrm{r}\mathrm{l} para a RL e e2\mathrm{p}3 para o PID-3
podem ser observados na Figura 4.22e. Já a Figura 4.22c mostra
as entradas ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t) produzida pelo QMD, a en-
trada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzida pelo RL e a entrada ângulo
de esterc¸o \delta \mathrm{p}3(t) produzida pelo controlador PID-3 se encontram
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muito próximas do comando \delta \mathrm{d}(t) do condutor, conforme esperado.
Tais entradas apresentam os picos iniciais de oscilac¸ão inerentes ao
sistema STC utilizado pelo triciclo.
A Figura 4.22b, mostra o rastreamento da trajetória de refe-
rência u\mathrm{r}(t) obtido com os controladores QMD (u\mathrm{q}\mathrm{m}(t)) e RL (u\mathrm{r}\mathrm{l}(t)).
Já a Figura 4.22d, mostra as correspondentes entradas torque mecâ-
nico produzidas pelos controladores QMD (T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t)) e RL (T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t)),
onde ambos sinais de controle apresentam picos iniciais que não ul-
trapassam 900 N.m e permanecem baixas nos demais instantes de
tempo. Por simplicidade, não mostraremos o rastreamento da traje-
tória de referência u\mathrm{r}(t), erro de velocidade e entrada torque mecâ-
nico produzido pelo controlador realimentac¸ão linearizante associ-
ado ao PID-3, pois se trata do mesmo resultado obtido nas Figuras
4.22b e 4.22f e 4.22d (em vermelho), respectivamente.
Analisando os índices de desempenho obtidos na simulac¸ão,
onde os valores são mostrados na Tabela 4.5, pode-se deduzir que o
Controlador de Rastreamento QMD foi o que apresentou o melhor de-
sempenho em
\int 
e22, mantendo os demais índices aproximadamente
iguais aos outros controladores. Este maior desempenho já era espe-
rado, conforme mostraram os resultados de simulac¸ões obtidos nas
sec¸ões anteriores, sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétri-
cas. Notamos ainda que o QMD apresentou para
\int 
e22 a metade do
valor que o obtido pelo controlador PID-3, o que implica em maior
precisão no rastreamento de \phi \mathrm{r}(t) para o QMD.
Tabela 4.5: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão sob perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas no veículo











PID-3 + RL 0,00020 2,25 0,302 2 105
Quase modos deslizantes (QMD) 0,00010 3 0,304 1, 8 105
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,00015 2,25 0,308 2 105
Na sequência, reproduziremos outra situac¸ão em que o con-
dutor deseja percorrer também uma trajetória circular. Para isto,
será utilizada uma variac¸ão exponencial com a mesma constante
de tempo \tau 1 (caso anterior) porém, com magnitude de | \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| = \pi /4
rad para o comando \delta \mathrm{d}(t), mantendo u\mathrm{d}(t) = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 para os coman-
dos do condutor.
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 133
Figura 4.22: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores QMD \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida com os controladores
QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (c) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) pelo condutor e en-
trada ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores QMD \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelos controladores
QMD T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (e) erro de inclinac¸ão obtidos pelos controladores
QMD e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelos
controladores QMD e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t).
(a)
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4.5.2 Estudo de Caso 2
Considere então para esta segunda situac¸ão, que o condutor
deseja percorrer outra trajetória circular, assumindo por simplici-
dade que o comando \delta \mathrm{d}(t) agora é dado por
\delta \mathrm{d}(t) =
\biggl\{ 
0 , para 0 \leq t \leq 2 \mathrm{s},
 - \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}(1 - e - t/\tau 1) \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d} , para t > 2 \mathrm{s}, ,
(4.5)
onde \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /4 rad, corresponde ao máximo valor suportado pe-
las rodas dianteiras do veículo, sob uma velocidade u\mathrm{d}(t) = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1
para os comandos desejados pelo condutor, os quais são vistos nas
Figuras 4.23a (em graus) e 4.23b, respectivamente. A partir des-
tes comandos, o Gerador de Trajetórias determina \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), as
quais são mostradas nas Figuras 4.23c (em graus) e 4.23d, respec-
tivamente. Note que, de acordo com o Gerador de Trajetórias, nesta
situac¸ão, quando \phi \mathrm{r}(t) > \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} resulta em u\mathrm{r}(t) \not = u\mathrm{d}(t).
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 135
Figura 4.23: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade longitu-
dinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor. Saídas do Gerador
de Trajetórias: (c) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
(d) trajetória de referência de velocidade longitudinal u\mathrm{r}(t) juntamente com a
velocidade u\mathrm{d}(t) desejada pelo condutor.
(a)














































































Para esta situac¸ão então, o rastreamento da trajetória de refe-
rência \phi \mathrm{r}(t) obtido com os controladores QMD, RL e PID-3, pode ser
visto na Figura 4.24a. Nota-se que a inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) e
\phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtida com os controladores QMD e RL respectivamente, ras-
treiam a trajetória de referência mais rapidamente que a inclinac¸ão
\phi \mathrm{p}3(t) obtida com o controlador PID-3. Observamos na Figura 4.24e
os erros e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e e2\mathrm{p}3(t) de inclinac¸ão obtidos pelos con-
troladores QMD, RL e PID-3 respectivamente. Estes erros no geral,
apresentam uma baixa amplitude, indicando assim uma precisão
elevada no rastreamento de \phi \mathrm{r}(t).
A Figura 4.24c mostra as entradas ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t),
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\delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e \delta \mathrm{p}3(t) produzidas pelos controladores QMD , RL e PID-3 res-
pectivamente. Observa-se que tais entradas se mantém muito pró-
ximas de \delta \mathrm{d}(t) e não ultrapassam o valor do ângulo de esterc¸o má-
ximo suportado pelas rodas dianteiras do triciclo, que corresponde
a | \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| = 45\circ (graus) (representada pelo tracejado em preto no
gráfico).
O rastreamento da trajetória de referência u\mathrm{r}(t) obtido pelos
controladores QMD e RL são vistos na Figura 4.24b. Nota-se um
bom rastreamento obtidos pelos controladores. A Figura 4.24d mos-
tra a entrada torque mecânico T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzidas pelos
controladores QMD e RL respectivamente, as quais possuem ampli-
tudes iniciais próximas a\pm 900 N.m nos mesmos instantes de tempo
em que a trajetória de referência u\mathrm{r}(t) apresenta variac¸ões rápidas,
e conforme observa-se permanecem baixas nos demais instantes de
tempo.
Analisando os dados mostrados na Tabela 4.6, que represen-
tam os valores dos índices de desempenho obtidos pelos controlado-
res nesta simulac¸ão, pode-se concluir que os 3 controladores apre-
sentaram desempenhos bastante semelhantes em todos os índices
analisados para este caso. Porém, o QMD foi o que apresentou um
desempenho um pouco superior em
\int 
e22, indicando uma precisão
maior no rastreamento de \phi r(t) relativo a este controlador. Note
ainda a elevada energia utilizada em
\int 
\delta 2 utilizados pelos 3 contro-
ladores nesta situac¸ão.
Tabela 4.6: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas do veículo











PID-3 + RL 0,00030 2,25 11,54 6 105
Quase modos deslizantes (QMD) 0,00020 3 11,60 6 105
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,00024 2,25 11,90 6 105
Na sequência, iremos reproduzir 3 diferentes situac¸ões, em
que o condutor do triciclo deseja desviar de obstáculos. Para isto, se-
rão utilizadas variac¸ões senoidais para o comando ângulo de esterc¸o
\delta \mathrm{d}(t) sob a velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) constante, para os coman-
dos desejados pelo condutor.
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 137
Figura 4.24: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores QMD \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida com os controladores
QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (c) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) pelo condutor e en-
trada ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores QMD \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelos controladores
QMD T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (e) erro de inclinac¸ão obtidos pelos controladores
QMD e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelos
controladores QMD e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t).
(a)
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4.5.3 Estudo de Caso 3
Agora, reproduziremos uma situac¸ão em que o condutor do
triciclo deseja desviar de obstáculos. Tal trajetória é conhecida na
literatura técnica de veículos por slalom. Assim, considere que o
comando ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{d}(t) desejado pelo condutor é dado
por
\delta \mathrm{d}(t) = 0, 12 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\omega 1t), (4.6)
onde \omega 1 = 2\pi f1 é a frequência do sinal senoidal e f1 = 0,1 Hz,
com a velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 constante, os quais
são observados nas Figuras 4.23a (em graus) e 4.23b, respectiva-
mente. Note que os comandos \delta \mathrm{d}(t) em (4.6) e u\mathrm{d}(t) utilizados neste
momento, correspondem a uma reproduc¸ão simplificada para uma
situac¸ão em que o condutor deseja desviar de obstáculos.
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 139
Figura 4.25: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade longitu-
dinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor. Saídas do Gerador
de Trajetórias: (c) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e (d)
trajetória de referência de velocidade longitudinal u\mathrm{r}(t).
(a)



































































Com base nos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) desejados do condutor
o Gerador de Trajetórias determina as trajetórias de referências \phi \mathrm{r}(t)
e u\mathrm{r}(t), sendo estas mostradas nas Figuras 4.25c (em graus) e 4.25d,
respectivamente.
Assim, observamos na Figura 4.26a que a inclinac¸ão do veí-
culo \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t) e \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtidas com os controladores QMD e RL respec-
tivamente, rastreiam a trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) diferentemente
da inclinac¸ão do veículo \phi \mathrm{p}3(t) obtida com o controlador PID-3, a
qual se apresenta com um atraso em relac¸ão às demais. A Figura
4.26e representa o erro de inclinac¸ão e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e e2\mathrm{p}3(t) obti-
dos pelos controladores QMD, RL e PID-3 respectivamente. Percebe-
se que o erro de inclinac¸ão obtido pelo controlador PID-3 apresenta
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uma amplitude visivelmente mais elevada que os demais. Já a Fi-
gura 4.26c ilustra as entradas ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
\delta \mathrm{p}3(t) produzidas pelos controladores QMD, RL e PID-3 respecti-
vamente. Observamos ainda que tais entradas encontram-se muito
próximas do comando \delta \mathrm{d}(t) do condutor, porém, com a entrada
\delta \mathrm{p}3(t) apresentando-se mais deslocada em relac¸ão às demais.
A Figura 4.26b mostra o rastreamento da trajetória de refe-
rência u\mathrm{r}(t) obtido pelos controladores QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), e
a Figura 4.26d mostra as entradas torque correspondentes produzi-
das por estes controladores (T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}) e (T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}), respectivamente.
Analisando os dados mostrados na Tabela 4.7, que represen-
tam os índices de desempenho obtidos nesta simulac¸ão para cada
controlador, percebemos que também nesta situac¸ão, o controlador
QMD apresentou o melhor desempenho para o índice
\int 
e22, com
os demais índices aproximadamente iguais aos outros controlado-
res. Nota-se ainda que este índice se apresentou aproximadamente
3 vezes menor que o correspondente obtido pelo PID-3. Porém,
conforme analisado anteriormente, o QMD necessita realimentar
todo o estado e apresenta uma maior complexidade e custo de
implementac¸ão, diferentemente do PID que necessita somente da
realimentac¸ão de saída.
Tabela 4.7: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas do veículo











PID-3 + RL 0,0032 2,25 0,272 2 105
Quase modos deslizantes (QMD) 0,0013 3 0,289 1, 9 105
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,0020 2,25 0,295 2 105
Na sequência, reproduziremos outra situac¸ão em que o con-
dutor do triciclo deseja desviar de obstáculos. Para isto, será utili-
zada a variac¸ão senoidal com a mesma frequência (\omega 1) (caso an-
terior), porém, com uma amplitude de | \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}| = \pi /4 rad para o co-
mando \delta \mathrm{d}(t) sob a mesma velocidade u\mathrm{d}(t) = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 constante para
os comandos do condutor.
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 141
Figura 4.26: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores QMD \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida com os controladores
QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (c) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) pelo condutor e en-
trada ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores QMD \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelos controladores
QMD T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (e) erro de inclinac¸ão obtidos pelos controladores
QMD e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelos
controladores QMD e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t).
(a)
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4.5.4 Estudo de Caso 4
Considere para esta situac¸ão, por simplicidade, a seguinte
variac¸ão senoidal para o comando \delta \mathrm{d}(t), dada por
\delta \mathrm{d}(t) = \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\omega 1t), (4.7)
onde \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} = \pi /4 rad, mantendo a velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) =
8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1 desejada pelo condutor, que podem ser vistas nas Figuras
4.27a (em graus) e 4.27b, respectivamente. Note que esta situac¸ão
corresponde às rodas dianteiras do triciclo girarem o máximo para
a direita e esquerda. Utilizando os comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) deseja-
dos pelo condutor o Gerador de Trajetórias determina as trajetórias
de referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t), mostradas nas Figuras 4.27c e 4.27d,
respectivamente. Note neste caso que de acordo com o Gerador de
Trajetórias, quando \phi \mathrm{r}(t) > \phi \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} então u\mathrm{r}(t) \not = u\mathrm{d}(t).
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 143
Figura 4.27: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade longitu-
dinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor. Saídas do Gerador
de Trajetórias: (c) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
(d) trajetória de referência de velocidade longitudinal u\mathrm{r}(t) juntamente com a
velocidade u\mathrm{d}(t) desejada pelo condutor.
(a)













































































Assim, perceba pela Figura 4.28a que a inclinac¸ão do veículo
\phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e \phi \mathrm{p}3(t) obtidas com os controladores QMD, RL e PID-
3 respectivamente, rastreiam a trajetória de referência \phi \mathrm{r}(t) ade-
quadamente. A Figura 4.28e apresenta o erro de inclinac¸ão e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t),
e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e e2\mathrm{p}3(t) obtidos pelos controladores QMD, RL e PID-3 respec-
tivamente. Note que no geral estes erros apresentam baixas ampli-
tudes, com o erro obtido pelo controlador PID-3 apresentando am-
plitudes maiores que os demais. A Figura 4.28c mostra as entradas
ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e \delta \mathrm{p}3(t) produzidas pelos controlado-
res QMD, RL e PID-3 rspectivamente. Note que, conforme esperáva-
mos, estas entradas são aproximadamente iguais ao comando \delta \mathrm{d}(t)
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do condutor, que apresenta uma amplitude de \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}. As oscilac¸ões
presentes nestas entradas, conforme já comentado, é devido ao sis-
tema STC utilizado pelo veículo.
Tabela 4.8: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas do veículo











PID-3 + RL 0,020 2,25 6,808 4 106
Quase modos deslizantes (QMD) 0,008 3 6,903 3, 9 106
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,010 2,25 7,150 4 106
Já a Figura 4.28b representa o rastreamento da trajetória de
referência u\mathrm{r}(t) obtido com os controladores QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e a Figura 4.28d mostra as correspondentes entradas torque mecâ-
nico produzidas T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), respectivamente. Note que es-
tas entradas apresentam no geral, elevadas amplitudes e elevados
esforc¸os de controle, que ocorrem nos mesmos instantes de tempo
em que a trajetória de referência u\mathrm{r}(t) apresenta variac¸ões.
Analisaremos agora os índices de desempenho obtidos em
simulac¸ão, que tem os valores mostrados na Tabela 4.8. Destes da-
dos, concluímos que o QMD apresentou o melhor desempenho para
o índice
\int 
e22, mantendo os valores dos demais índices aproximada-
mente iguais aos outros controladores. Este índice para o QMD foi
menor que os obtidos pelo RL e PID-3. Note ainda que o valor de\int 
e22 obtido pelo RL foi 2 vezes menor que o obtido pelo PID-3.
Por fim, consideraremos que o condutor deseja desviar de obs-
táculos, da mesma forma que os dois casos anteriores analisados.
Será utilizada a variac¸ão senoidal de mesma amplitude \delta \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} (utili-
zada no caso anterior), porém, com o dobro da frequência \omega 2 = 2\omega 1,
para o comando \delta \mathrm{d}(t) com a velocidade longitudinal u\mathrm{d}(t) = 8 \mathrm{m}\mathrm{s} - 1
para os comandos do condutor.
4.5. Resultados de simulac¸ão com Trajetória Circular e Senoidal
realizadas pelo veículo 145
Figura 4.28: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores QMD \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida com os controladores
QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (c) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) pelo condutor e en-
trada ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores QMD \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelos controladores
QMD T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (e) erro de inclinac¸ão obtidos pelos controladores
QMD e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelos
controladores QMD e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t).
(a)
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4.5.5 Estudo de Caso 5
Para esta última situac¸ão, de desvio de obstáculo, considere





onde \omega 2 = 2\pi f2 é a frequência do sinal senoidal e f2 = 0,2 Hz
o dobro da frequência utilizada nos casos anteriores. A partir de
\delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t), o Gerador de Trajetórias determina as trajetórias de
referências \phi \mathrm{r}(t) e u\mathrm{r}(t) mostradas nas Figuras 4.29c e 4.29d, res-
pectivamente.
Figura 4.29: (a) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) e (b) velocidade longitu-
dinal desejada u\mathrm{d}(t) referentes aos comandos do condutor. Saídas do Gerador
de Trajetórias: (c) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
(d) trajetória de referência de velocidade longitudinal u\mathrm{r}(t) juntamente com a
velocidade u\mathrm{d}(t) desejada pelo condutor.
(a)
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Tabela 4.9: Índices de desempenho obtidos pelos Controladores de Rastreamento
em simulac¸ão com perturbac¸ões externas e incertezas paramétricas do veículo











PID-3 + RL 0,045 2,25 3,030 1, 5 107
Quase modos deslizantes (QMD) 0,023 3 3,207 1, 5 107
Realimentac¸ão linearizante (RL) 0,032 2,25 3,410 1, 5 107
Desta forma, a Figura 4.30a mostra a inclinac¸ão do veículo
\phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e \phi \mathrm{p}3(t) obtidas com os controladores QMD, RL e PID-
3 respectivamente, onde observamos o rastreamento da trajetória
de referência \phi \mathrm{r}(t) pelos controladores QMD e RL de forma precisa,
e a inclinac¸ão do veículo obtida pelo controlador PID-3 atrasada em
relac¸ão Às demais. Os erros de rastreamento de inclinac¸ão e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t),
e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e e2\mathrm{p}3(t) obtidos pelos controladores QMD, RL e PID-3 res-
pectivamente, são mostrados na Figura 4.30e.
A Figura 4.28b ilustra a velocidade do veículo u\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e u\mathrm{r}\mathrm{l}(t)
obtida com os controladores QMD e RL respectivamente, onde nota-
mos um rastreamento preciso da trajetória de referência u\mathrm{r}(t) pelos
dois controladores. A Figura 4.30f mostra os correspondentes erros
de rastreamento de velocidade e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t) obtido pelos contro-
ladores QMD e RL, respectivamente.
A Figura 4.30c mostra a entrada ângulo de esterc¸o \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t),
\delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e \delta \mathrm{p}3(t) produzidas pelos controladores QMD, RL e PID-3 res-
pectivamente, as quais apresentam amplitudes menores em compa-
rac¸ão ao comando \delta \mathrm{d}(t) do condutor. Note que neste caso, com os
pólos alocados para os erros de rastreamento, o sistema em malha-
fechada está se comportando como um filtro passa-baixas, o que
era de se esperar. Isto poderia ser contornado através da escolha de
pólos mais rápidos para a dinâmica do erro.
A Figura 4.30d representam as entradas torque mecânico T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t)
e T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t) produzidas pelos controladores QMD e RL respectivamente,
onde notamos elevadas amplitudes e também elevados esforc¸os de
controle, bastante semelhantes aos resultados obtidos no caso ante-
rior analisado.
Nesta situac¸ão também, conforme esperava-se, o Controlador
de Rastreamento Quase modos deslizantes foi o que apresentou o
melhor desempenho no índice
\int 
e22, mantendo os demais índices
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bastante próximos dos demais controladores. Note ainda que tal
índice foi 2 vezes menor que o correspondente obtido pelo contro-
lador PID-3.
Podemos concluir dos resultados obtidos ao longo desta sec¸ão,
que o objetivo de rastreamento dos comandos \delta \mathrm{d}(t) e u\mathrm{d}(t) deseja-
dos pelo condutor, foram alcanc¸ados com a estrutura de controle
mostrada na Figura 3.1, utilizando o Controladores de Rastreamento
QMD, RL e PID-3. Foram reproduzidas diversas situac¸ões em que o
condutor deseja percorrer trajetórias circular e também desviar de
obstáculos. Foram consideradas em todas as simulac¸ões perturbac¸ões
externas e incertezas paramétricas de massa e altura do centro de
gravidade no veículo, tornando assim as condic¸ões mais próximas
de uma situac¸ão prática de conduc¸ão do triciclo.
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Figura 4.30: (a) Trajetória de referência do ângulo de inclinac¸ão \phi \mathrm{r}(t) e
inclinac¸ão do veículo obtida com os controladores QMD \phi \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \phi \mathrm{r}\mathrm{l}(t) e
PID-3 \phi \mathrm{p}3(t), (b) velocidade desejada u\mathrm{d}(t) pelo condutor, trajetória de refe-
rência de velocidade u\mathrm{r}(t) e velocidade do veículo obtida com os controladores
QMD u\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL u\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (c) ângulo de esterc¸o desejado \delta \mathrm{d}(t) pelo condutor e en-
trada ângulo de esterc¸o produzidas pelos controladores QMD \delta \mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL \delta \mathrm{r}\mathrm{l}(t)
e PID-3 \delta \mathrm{p}3(t), (d) entrada torque mecânico produzida pelos controladores
QMD T\mathrm{m}\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL T\mathrm{m}\mathrm{r}\mathrm{l}(t), (e) erro de inclinac¸ão obtidos pelos controladores
QMD e2\mathrm{q}\mathrm{m}(t), RL e2\mathrm{r}\mathrm{l}(t) e PID-3 e2\mathrm{p}3(t) e (f) erro de velocidade obtido pelos
controladores QMD e1\mathrm{q}\mathrm{m}(t) e RL e1\mathrm{r}\mathrm{l}(t).
(a)
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4.6 SÍNTESE DO CAPÍTULO
Neste capítulo, foram mostrados os resultados de simulac¸ão
obtidos com a estrutura de controle para tratar o problema de ras-
treamento das trajetórias desejadas pelo condutor. Para isto, foram
utilizadas as metodologias lineares: Regulador quadrático linear e
controlador PID e também não-lineares: Quase modos deslizantes,
controle vetorial unitário e a versão estendida e uma realimentac¸ão
linearizante, todas para o Controlador de Rastreamento. Conforme,
mostraram os resultados de simulac¸ões, os controladores UVC e
UVCE apresentaram sinais de controle que violam as restric¸ões físi-
cas e exibirem o fenômeno de chattering. Considerando as simulac¸õ-
es sob as condic¸ões nominais o Controlador de Rastreamento RL foi
o que apresentou o melhor desempenho em todos os índices ana-
lisados. Já nas simulac¸ões sob perturbac¸ões externas e incertezas
paramétricas o QMD apresentou melhor desempenho em
\int 
e22 man-
tendo os demais índices aproximadamente iguais aos demais contro-
ladores. Inicialmente, para as simulac¸ões foram utilizadas as traje-
tórias desejadas pelo condutor obtidas de [17]. Porém, estas trajetó-
rias apresentam variac¸ões bruscas e dificilmente são utilizados em
situac¸ões práticas. Neste capítulo provou-se que com a utilizac¸ão
de trajetórias mais suaves há uma melhoria na precisão de rastre-
amento de \phi \mathrm{r}(t) e menores esforc¸os em ambos sinais de controle
para todos os controladores utilizados. Ainda neste capítulo, foram
reproduzidas diversas situac¸ões em que o condutor do triciclo de-
seja percorrer trajetórias circular e também desviar de obstáculos.
5 CONCLUSÕES
Este trabalho apresentou uma proposta de uma estrutura de
controle em malha fechada para o rastreamento do ângulo de esterc¸o
e da velocidade longitudinal desejados pelo condutor de um triciclo,
ao mesmo tempo em que mantém o ângulo de inclinac¸ão dentro de
uma margem de seguranc¸a. Com isto, o veículo pode ser conduzido
de maneira relativamente simples e com seguranc¸a no transporte
dos passageiros.
Diferentemente da prática comum utilizada na literatura, on-
de os controladores são projetados sobre modelos aproximados de
ordem reduzida do veículo, neste trabalho projetamos controlado-
res diretamente sobre um modelo completo não-linear de 9-GL do
triciclo. Para isto, foram utilizadas as seguintes metodologias: con-
trole por modos deslizantes, controle vetorial unitário, controle ve-
torial unitário estendido e uma realimentac¸ão linearizante. Com
base no modelo linearizado do triciclo em espac¸o de estados e fun-
c¸ões de transferências foram projetados um regulador linear qua-
drático e controladores PID, respectivamente.
Ressaltamos que, as func¸ões de transferências utilizadas no
projeto dos controladores PID, foram obtidas analiticamente de ma-
neira direta a partir do cálculo do modelo linearizado. Estas se mos-
traram serem as mesmas func¸ões de transferências obtidas em [17],
que utilizou métodos numéricos de identificac¸ão na simulac¸ão com-
putacional do modelo não-linear de 9-GL do triciclo. Entretanto, na
metodologia utilizada por [17] há retrabalho caso os parâmetros do
triciclo mudem. Assim, mostramos neste trabalho um procedimento
simples e direto para se determinar de maneira exata as func¸ões de
transferências associadas ao modelo linearizado de 9-GL do triciclo
para quaisquer valores de parâmetros.
Todos os Controladores de Rastreamento desenvolvidos neste
trabalho, conseguiram resolver adequadamente o problema de ras-
treamento do ângulo de esterc¸o e da velocidade longitudinal deseja-
dos pelo condutor, com excec¸ão do UVC e UVCE. Estes dois contro-
ladores produziram sinais de controle \delta (t) e T\mathrm{m}(t) que não podem
ser implementados na prática, pois ambos apresentaram elevadas
amplitudes que violam as restric¸ões físicas, além de exibirem o fenô-
meno indesejado de Chattering (chaveamento de alta frequência).
Dos resultados de simulac¸ão obtidos com a estrutura de con-
trole em malha fechada da Figura 3.1, o Controlador de Rastrea-
mento realimentac¸ão linearizantes (RL) foi o que apresentou o me-









T 2\mathrm{m}) sob condic¸ões nominais (sem perturbac¸ões externas nem
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incertezas paramétricas). Isto de certa forma já era esperado, pois
o RL foi projetado de modo a garantir que e1 \rightarrow 0 e e2 \rightarrow 0 (ras-
treamento perfeito), e os controladores PID e LQR foram projetados
com base no sistema linearizado, e o QMD usa camadas de fronteira
para o modelo não-linear.
Considerando os resultados obtidos com perturbac¸ões exter-
nas e incertezas paramétricas de +20\% da massa e  - 5\% da altura
do centro de gravidade do veículo, o Controlador de Rastreamento
Quase modos deslizantes foi o que obteve o melhor desempenho
comparado aos outros controladores. Isto também já era esperado
pois este controlador foi projetado para compensar explicitamente
as pertubac¸ões externas.
Para as simulac¸ões descritas acima, utilizamos inicialmente
os comandos desejados pelo condutor obtidos de [17]. Em um se-
gundo momento, as simulac¸ões foram refeitas com os ditos coman-
dos suavizados por filtros lineares de primeira ordem, obtendo as-
sim comandos resultantes mais próximos de uma situac¸ão prática







T 2\mathrm{m}) para todos os Controladores de Rastreamento
utilizados.
Comparando o desempenho dos controladores PID, em todas
as situac¸ões analisadas, o PID-2 e o PID-3 (ambos projetados neste
trabalho) apresentaram melhor desempenho no índice
\int 
e22 quando
comparado ao controlador PID-1 proposto por [17]. Os demais índi-
ces mantiveram aproximadamente iguais, com o controlador PID-3
se sobressaindo dentre eles.
Neste trabalho, reproduzimos também diversas situac¸ões em
que o condutor deseja percorrer uma trajetória circular conforme
[14], e desviar de obstáculos. Para isto, consideramos simplifica-
damente utilizar para o comando ângulo de esterc¸o do condutor
variac¸ões exponenciais e senoidais, respectivamente, sob velocidade
longitudinal desejada constante. Foram então mostrados os resul-
tados de simulac¸ão obtidos nestas situac¸ões, com os três Contro-
ladores de Rastreamento que apresentaram os melhores desempe-
nhos nas simulac¸ões anteriores: QMD, RL e PID-3. Estas simulac¸ões
foram todas realizadas sob perturbac¸ões externas e incertezas de
+20\% da massa e  - 5\% da altura do centro de gravidade no veículo.
Os Controladores de Rastreamento QMD e RL apresentaram no ge-
ral, desempenhos próximos em quase todos os índices analisados,
com o controlador PID-3 apresentando um desempenho um pouco
inferior.
Entretanto, apesar dos controladores PID apresentarem um
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desempenho inferior, quando comparados aos controladores RL e
QMD, o controlador PID necessita apenas da realimentac¸ão da saída
e não de todo o vetor de estados como o RL e o QMD, os quais
possuem maior custo e complexidade de implementac¸ão.
Em resumo, as principais contribuic¸ões desta dissertac¸ão de
mestrado foram:
1. Projetar controladores lineares e não-lineares diretamente so-
bre o modelo completo não-linear de 9-GL do triciclo;
2. Considerac¸ão de trajetórias desejadas pelo condutor mais rea-
listas e próximas de situac¸ões práticas;
3. Projetos de diversos controladores robustos;
4. Foi apresentada uma metodologia analítica, para se determi-
nar de maneira exata as func¸ões de transferências associadas
ao modelo linearizado de 9-GL triciclo;
5. Os esforc¸os de controle e a dinâmica do ângulo de inclinac¸ão
do triciclo em malha fechada foram cuidadosamente analisa-
dos para se avaliar, ajustar e escolher os controladores.
5.1 SUGESTÕES DE PESQUISAS FUTURAS
1. Validac¸ão e aprimoramento do modelo matemático computa-
cional do veículo inclinável de três rodas de 9-GL, realizando
ensaios e medic¸ões dos parâmetros do protótipo do veículo
que se encontra atualmente em fase de construc¸ão;
2. Devido às amplitudes elevadas e chaveamento de alta frequên-
cia nos sinais de controle \delta e T\mathrm{m} produzidos pelos controla-
dores UVC e UVCE, uma possibilidade para trabalhos futuros
seria realizar a adaptac¸ão das leis de controle UVC e UVCE vi-
sando reduzir as amplitudes e eliminar o chattering, as quais
podem ser obtidas talvez por uma escolha mais adequada de
combinac¸ões lineares das superfícies de deslizamentos;
3. Com excessão dos controladores PID, todos os demais con-
troladores projetados assumem que todos os estados do veí-
culo podem ser realimentados. Assim, é importante investi-
gar a possibilidade de se utilizar estimadores de estados não-
lineares e a aplicac¸ão de MPC (Model Predictive Control) em
que somente a saída é realimentada;
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4. Visto que, o sinal de controle ângulo de esterc¸o produzido pe-
las rodas dianteiras do veículo \delta (t) apresenta uma restric¸ão
física, não podendo exceder o valor máximo suportado pelas
rodas que corresponde a | \delta max| = \pi 
4
rad = 45\circ (graus), uma
possibilidade para trabalhos futuros seria investigar o controle
preditivo baseado em modelo (MPC), como uma alternativa
para o Controlador de Rastreamento devido a possibilidade de
inclusão de restric¸ões de amplitude nos sinais de controle;
5. Manipular e encontrar uma forma para tratar as expressões
f2 e g2 de (2.49)--(2.50) de forma a obter um limite superior
de desvios paramétricos de massa e altura do centro de gravi-
dade do veículo, e incorporac¸ão destas incertezas nas leis de
controle quase modos deslizantes (QMD) e controle vetorial
unitário estendido (UVCE) visando compensar explicitamente
em simulac¸ão estas incertezas paramétricas;
6. Comparar o desempenho obtido pelos controladores projeta-
dos diretamente sobre o modelo do veículo inclinável de três
rodas com 9-GL realizado neste trabalho com os controladores
projetados sobre o modelo simplificado de ordem reduzida da
bicicleta de 2-GL;
7. Aplicac¸ão das leis de controle propostas nesta dissertac¸ão no
protótipo do veículo operacional, para validar os resultados de
simulac¸ão obtidos.
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Abstract—This works treats the control problem of tracking the
steering angle and the longitudinal velocity desired by the driver
of a tilting 3-wheeled vehicle while keeping its tilt angle within a
safety margin, so as to achieve safe and easy driving in closed-loop.
A common practice in the literature is to determine the controller
structure based upon reduced order approximate models of the
vehicle. Here, one designs sliding mode controllers for such
tracking problem directly on a 9-DOF model of a prototype of
a tilting 3-wheeled vehicle. Three different approaches are used:
the sliding model controller of Slotine, the Unit Vector Control
(UVC) method of Utkin, and a recently proposed extension of the
UVC controller. The simulation results compare the performance
of theses controllers, and parametric uncertainties and external
disturbances are also considered.
I. INTRODUCTION
A major problem in many cities around the world is the
increasing number of cars in circulation. The considerable
physical space that cars occupy on the streets and roads as well
as the relatively low number of passengers per car are some
of the main issues that result in traffic jams. Furthermore, the
amount of pollutant gases emitted into the atmosphere is pro-
portional to the number of cars on our planet. In recent years,
many researchers have been working on alternative solutions
to the problem of urban mobility with reduced environmental
impact. One of these alternatives are relatively small, narrow
and energy-efficient vehicles, in which 3-wheeled vehicles have
emerged as a promising option. Although initially designed as
sport vehicles, over the years they have also been designed
from an urban mobility improvement perspective [1], [2].
Fig. 1. Front (left) and lateral view (right) of the prototype of a tilting 3-
wheeled vehicle developed at Innovation Laboratory, UFSC, Brazil.
Fig. 1 shows the front and lateral view of the prototype of a
tilting 3-wheeled vehicle developed at Innovation Laboratory of
Federal University of Santa Catarina (UFSC), Brazil. It consists
Fig. 2. Steering angle (δ), roll angle (φ), pitch angle (θ) and yaw angle (ψ)
of the vehicle.
of two front wheels and one rear wheel, and it allows for
two passengers in tandem. In order to make curves at relative
high velocities, it tilts similarly to a motorcycle. The tilting
angle is precisely the roll angle φ (see Fig. 2), and tilting is
achieved by varying the camber angle of its front wheels, which
is the angle between the xy-plane and the tire plane. This is
precisely a steering tilt control (STR) system. However, such
3-wheeled vehicle behaves essentially as an inverted pendulum
with respect to the tilting dynamics, thus being unstable in
open-loop and impractical for driving. Therefore, closed-loop
control strategies are required to drive the vehicle with safety
and ease.
The steering angle δ of the two front wheels is depicted
in Fig. 2, and let u = x˙ be the longitudinal velocity of the
rear wheel. As in the works [3]–[6], here one also considers
a nonlinear 9-DOF (degree of freedom) dynamic model of the
prototype of the tilting 3-wheeled vehicle illustrated in Fig. 1.
The control inputs are the steering angle δ(t) and the mechan-
ical torque Tm(t) applied to rear wheel, and one assumes that
all state variables are measured. The control problem treated
in this paper is to design closed-loop controllers that keep
the steering angle δ(t) and the (longitudinal) velocity u(t) of
the 3-wheeled vehicle relatively close to the trajectories δd(t)
and ud(t) desired by the driver, respectively, while keeping
its tilt angle within a safety margin, thus achieving safe and
easy driving in closed-loop. The key idea is to determine
sliding mode controllers that force the tilting angle φ(t) and
the velocity u(t) of the vehicle to track adequate reference
trajectories φr(t) and ur(t), respectively, where |φr(t)| evolves
within a pre-established safety margin φmax ≤ pi/6 (= 30◦).
One has chosen sliding mode techniques due to their robustness
properties. The generation of the reference trajectories φr(t)
978-1-4673-9788-9/16/$31.00 ©2016 IEEE 322
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and ur(t) rely upon the driver’s command for the desired
steering angle δd(t) and the velocity ud(t), as well as on a
simplified model for the dynamics of φ(t): a 2-DOF bicycle
model. One considers a steer-by-wire system, i.e. there is no
mechanical coupling between δd(t) and δ(t). The generated
reference trajectory ur(t) is such that in general one has
ur(t) ∼= ud(t). Under perfect tracking in closed-loop, i.e.
φ(t) = φr(t) and u(t) = ur(t) ∼= ud(t), one has that the
referred approximate model for φ(t) ensures that δ(t) ∼= δd(t),
so that for the complete 9-DOF vehicle model it is reasonable to
expect that δ(t) ∼= δd(t), thus solving the control problem. One
points out that, as opposed to [3], [5], [6], where the sliding
mode controller structure for the control strategy described
above was determined from the referred 2-DOF bicycle model
and the controller gains for the 9-DOF vehicle model were
adjusted heuristically, here one designs the controllers directly
on the 9-DOF vehicle model.
The tilt stabilization of a 4-wheeled vehicle was treated
in [7], [8] and [9] using LQR (Linear Quadratic Regulator),
LPV (Linear Parameter-Varying) and robust H2 techniques,
respectively. The design of the controllers was based upon
the linearized system of a 2-DOF bicycle model. In [10], a
flatness-based nonlinear controller was obtained from such 2-
DOF bicycle. However, in those works the behavior of the
driver’s commands is considered as an internal linear model.
This paper is organized as follows. Section II briefly de-
scribes the nonlinear mathematical model of the dynamics of
the velocity u(t) and the tilting angle φ(t) of the 3-wheeled
vehicle here treated. Such model is sufficient for the purpose
of controller design. The complete 9-DOF vehicle model in
not shown due to lack of space. Section III explains in detail
the control strategy outlined above. In Section IV, three sliding
mode controllers are designed for the tracking problem of the
reference trajectories φr(t) and ur(t): 1) the quasi-sliding mode
method presented in [11]; 2) the Unit Vector Control (UVC)
approach given in [12]; and 3) the UVC extension recently
proposed in [13]. The closed-loop simulation results for these
controllers are exhibited and analyzed in Section V. Finally,
Section VI presents the conclusions.
II. DYNAMICS OF THE LONGITUDINAL VELOCITY AND THE
TILTING ANGLE OF THE 3-WHEELED VEHICLE
Using an Euler-Lagrange multi-body approach, the nonlinear
9-DOF model of the prototype of a tilting 3-wheeled vehicle
described in the introduction can be written as
M (q) q¨+Cq˙+K (q)q = F (q, q˙, t), (1)
where q = (x, y, z1, z2, z3, z4, ψ, φ, θ) ∈ R9 is the vector of
generalized coordinates, (q, q˙) ∈ R18 is the state, F ∈ R9 is
the excitation vector, M (q), C and K (q) are respectively the
inertial, damping and stiffness matrices, x and y are respectively
the longitudinal and transverse vehicle movements, z1 the rear
wheel vertical movement, z2 the main body vertical movement,
z3 and z4 are respectively the right and left front wheel vertical
movement, and ψ, φ and θ are respectively the yaw, roll and
pitch angles (see Fig. 2). One has that M (q) is a symmetric
positive definite matrix for all q ∈ R9. The reader is referred
to [14] for full modeling details. Recall that φ(t) is precisely
the tilting angle of the vehicle.
From (1) and the expressions in [14], the dynamics of the
longitudinal velocity u(t) = x˙(t) of the rear wheel and the
tilting angle φ(t) is obtained:
u˙(t) = f1 (u(t)) + k21Tm(t),
φ¨(t) = f2 (q(t), q˙(t)) + d2(φ, t) + g2 (u(t), φ(t)) δ(t).
(2)
The control inputs are the steering angle δ(t) of the front wheels
(see Fig. 2) and the mechanical torque Tm(t) applied to the rear
wheel, and
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2 cos(φ) + k9 cos(φ)− k5
α(φ)
,
α(φ) = cos2 (φ) + 0.8255 cos (φ) + 9.3597,
(3)
where Vw(t) is the speed of external lateral winds on the
vehicle, F1(t), F2(t), F3(t) are external disturbances due to
ground forces exerted on its wheels, and the constant parame-
ters k1, . . . , k21 have the values shown in Table I. One remarks
that these values result from the physical parameters considered
in [14]. For instance, the mass of the vehicle is m = 500kg and
the height of its center of gravity is h = 1m. Note from (2)–
(3) that u˙ depends only on u and on the input torque Tm, and
that φ¨ does not depend on the input Tm. The function g2(u, φ)
above is positive for |φ| < pi/2 and u > 0. The dynamics of the
remaining state variables are not shown due to lack of space.
It is easy to see that (2)–(3) can be rewritten as
TABLE I
VALUES OF THE PARAMETERS IN (3).
k1 = 124.41 k2 = 207.36 k3 = k1 k4 = 755.5
k5 = 1.22 104 k6 = 897.34 k7 = 1.32 104 k8 = 1.34 103
k9 = 0.1375 k10 = 8.94 103 k11 = 2.71 103 k12 = k8
k13 = 0.526 k14 = 1.02 k15 = 755.92 k16 = 229.06
k17 = k9 k18 = k3 k19 = 0.09 k20 = 510−4
k21 = 710−3
q¨ = M−1(q, q˙)
[
τ −N(q, q˙, t)], (4)
where q = (x, φ) ∈ R2, M−1(q, q˙) = diag(k21, g2(u, φ)) is
a positive definite 2 × 2 matrix, τ = (Tm, δ) ∈ R2 is the
input vector, and N(q, q˙, t) = −M(q, q˙)(f1(u), f2(q, q˙) +
d2(φ, t)) ∈ R2.
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III. THE CONTROL STRATEGY
This section describes in detail the proposed solution outlined
in the introduction for the control problem here treated: to
design closed-loop controllers that keep the steering angle δ(t)
and the (longitudinal) velocity u(t) of the 3-wheeled vehicle
relatively close to the trajectories δd(t) and ud(t) desired by
the driver, respectively, while keeping its tilt angle within a
safety margin. The control strategy is illustrated in Fig. 3,
which is the same methodology used in [3], [5], [6]. The
commands of the driver of the 3-wheeled vehicle determine
the desired steering angle δd(t) and velocity ud(t), which in
turn depend on the steering angle δ(t) of the front wheels, on
the velocity u(t), and possibly on the remaining state variables
(q(t), q˙(t)). One considers a steer-by-wire system: there is
no mechanical coupling between δd(t) and δ(t). The driver
plays the role of a closed-loop controller in the outer loop (the
Tracking Controller corresponds to the inner loop). Based on
the driver’s desired trajectories δd(t) and ud(t), the Reference
Generator determines the reference trajectories φr(t) and ur(t),
where |φr(t)| evolves within a pre-established safety margin
φmax ≤ pi/6 (further details in the next paragraph). The
inner loop consists of the Tracking Controller: its aim is to
determine the values for the inputs δ(t) and Tm(t) that force
the tilting angle φ(t) and the velocity u(t) of the vehicle to
track the reference trajectories φr(t) and ur(t), respectively.
It is assumed that the whole state vector (q(t), q˙(t)) of the
vehicle is measured.
The Reference Generator is now further explained. The main
idea is to construct the reference trajectories φr(t) and ur(t)
so as to ensure that in general one has δ(t) ∼= δd(t) and
ur(t) ∼= ud(t) when φ(t) = φr(t) and u(t) = ur(t), thus
solving the control problem. The details are given in the sequel.
Consider that δd(t) and ud(t) are sampled with sampling period
T > 0. The reference trajectories φr(t) and ur(t) are chosen
as piecewise-linear functions by
φr (t) = φr (kT ) +
φr ((k + 1)T )− φr (kT )
T
(t− kT ) ,
ur (t) = ur (kT ) +
ur ((k + 1)T )− ur (kT )
T
(t− kT ) ,
(5)
for t ∈ [kT, (k + 1)T ), k ∈ N. By construction, φ¨r ≡ 0.
It suffices to specify the values of φr (kT ), φr ((k + 1)T ),









which corresponds to a 2-DOF simplified bicycle model, cap-
tures the essential features of the dynamics of the tilting angle
φ(t) of the 9-DOF model of the 3-wheeled vehicle (compare
with (2)–(3)), where g is the gravitational acceleration and l is
the length of the vehicle. Recall that φ¨r ≡ 0. Hence, by relying
on the simplified model (6), it is reasonable to take
φr (kT ) = −tan−1
(
ud




Let φmax = pi/6 be the maximum admissible value for |φ(t)|
in order to drive the vehicle safely. Now, if in (7) one has
|φr (kT ) | ≤ φmax, then choose ur(kT ) = ud(kT ). Otherwise,
if |φr (kT ) | > φmax, then choose ur(kT ) so that












i.e. the desired velocity value ud(kT ) is penalized in order to
keep the desired steering angle value δd(kT ). Note that in such
case ur(kT ) 6= ud(kT ). The same idea is applied to obtain
φr ((k + 1)T ) and ur((k + 1)T ): assuming that the samples
of the derivatives δ˙d(t) and u˙d(t) are available, one has that
δd((k + 1)T ) ∼= δd(kT ) + T δ˙d(kT ) and ud((k + 1)T ) ∼=
ud(kT ) + T u˙d(kT ), for small T > 0. In case the samples
of δ˙d(t) and u˙d(t) are not available, then one chooses a small
T > 0 and delays the samples δd(kT ), ud(kT ) by T , so that
in (7)–(8) one replaces δd(kT ) and ud(kT ) by δd((k − 1)T )
and ud((k − 1)T ), respectively. Hence, if in (7) one has
|φr(kT )| < φmax, then one takes ur(kT ) = ud((k − 1)T ),
and so on.
By construction, φ¨r ≡ 0, |φr(t)| ≤ φmax, and in general
one has ur(t) ∼= ud(t). Under perfect tracking in closed-
loop, φ(t) = φr(t) and u(t) = ur(t) ∼= ud(t), and thus the
approximate model for φ(t) in (6) along with (7) ensures that
δ(t) ∼= δd(t), so that for the complete 9-DOF vehicle model it is
reasonable to expect that δ(t) ∼= δd(t), thus solving the control
problem. The next section describes the design of the Tracking
Controller based upon sliding mode techniques. Sliding mode
control was chosen due to its robustness property.
Fig. 3. Block diagram of the closed-loop control strategy.
IV. SLIDING MODE TRACKING CONTROLLERS
Let ur(t) and φr(t) be arbitrary reference trajectories of
class C1 and C2 for u(t) and φ(t) in (2)–(3), respectively,
with |φr(t)| ≤ φmax and ur(t) > 0 for t ≥ 0. Define
the tracking errors respectively as e1(t) = u(t) − ur(t) and
e2(t) = φ(t)− φr(t). Consider the sliding surfaces:
s1 = e1, s2 = e˙2 + ce2, c > 0, (9)
and let S = (s1, s2) ∈ R2 be the sliding surface vector. In
the sequel, three different sliding mode techniques are applied
to design the Tracking Controller of Fig. 3 above. Throughout
this section, one assumes that there are no external disturbances
in (2)–(3), i.e. F1 ≡ F2 ≡ F3 ≡ Vw ≡ 0. Hence, d2 ≡ 0 in
(2)–(3) and N = N(q, q˙) in (4). These disturbances will be
taken into account in the simulation results of Section V.
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1) Quasi-Sliding Mode Control (QSMC): Here we rely on
the quasi-sliding mode methodology using continuous control
laws developed in [11] in order to avoid chattering. Recall that
in (3), g2(u, φ) > 0 for |φ| < pi/2 and u > 0. Let η, 1, 2 > 0.

















ensure that the boundary layers B1 = {|s1| ≤ 1} and B2 =
{|s2| ≤ c2} around the sliding surfaces s1 and s2 are positively
invariant sets that are reached in finite time: tr1 ≤ |s1(t = 0)|/η
and tr2 ≤ |s2(t = 0)|/η, respectively. In particular, |u(t) −
ur(t)| ≤ 1, for t ≥ tr1. Furthermore, limt→∞ |e2(t)| ≤ 2
and limt→∞ |e˙2(t)| ≤ 2c2 (see [11]).
2) Unit Vector Control (UVC): Recall that (2)–(3) can be
rewritten as system (4), where q = (x, φ), q˙ = (u, φ˙),
u = x˙, τ = (Tm, δ) is the control vector, and M(q, q˙)
is a diagonal positive definite matrix. Define N+(q, q˙) =









(minimum and maximum eigen-
value, respectively). Let η > 0. From the development in [12]
(see also the computations in [13]), the control law
τ = (Tm, δ) = τ0(q, q˙, t)
S
‖S‖ , (11)


















SS> ≤ −η ‖S‖ , (13)
which in turn implies that S = 0 is a positively invariant set
that is reached in finite time tr ≤ ‖S(t = 0)‖/η.
3) Extended Unit Vector Control (EUVC): For the UVC
technique above, note that the same “feedback gain” τ0(q, q˙, t)
is used for both controls Tm and δ in (11). Hence, if one is able
to use distinct gains for each input, one might as well obtain
control signals of reduced amplitudes and energies. This is what
motivated the UVC extension proposed in [13] and presented in
the sequel. Consider again system (4). As M(q, q˙) is a diagonal























where η > 0, ensures that (13) is met. This follows from the
computations in [13] with: Q = I , D = M (M is diagonal),
and ∆ = 0 (no parametric uncertainties) and B = 0. It is
important to point out that the EUVC technique developed in
[13] also covers the general case where the matrix M in system
(4) is not necessarily diagonal. From (11)–(12) (UVC) and (14)
(EUVC), one sees that, as opposed to the UVC control law
which has the same “feedback gain“ τ0 = M+τ0 for both
inputs, the EUVC approach uses distinct gains: 1/k21τ0 for
Tm, and 1/g2τ0 for δ, with M = diag(1/k21, 1/g2) and M+ =
max(1/k21, 1/g2).
V. SIMULATION RESULTS
Recall that the control problem here treated is to design
closed-loop controllers that keep the steering angle δ(t) and
the (longitudinal) velocity u(t) of the 3-wheeled vehicle close
to the references trajectories δd(t) and ud(t) desired by the
driver, respectively, while keeping its tilt angle within a safety
margin. The simulation results are now shown for the control
strategy depicted in Fig. 3 and the sliding mode tracking
controllers designed in the previous section. One considers
that the trajectories ud(t) (velocity) and δd(t) (steering angle)
desired by the driver are the ones shown in Fig. 4b and Fig. 4c,
respectively. Note that their duration is 70 seconds. One has that
δd(t) is piecewise-constant and assumes the following values
(in degrees): 0◦ on [0, 5); 1◦ on [5, 20); −1◦ on [20, 35);
−0.5◦ on [35, 45); 0◦ on [45, 50); 1.5◦ on [50, 65); −1.5◦
on [65, 70]. The resulting piecewise-linear reference trajectories
φr(t) and ur(t) determined by the Reference Generator from
(5) and (7)–(8) are presented in Fig. 4a (tilting angle in degrees)
and Fig 4b, respectively, for the sampling period T = 0.1
and φmax = pi/6 (= 30◦). Note that, in accordance to the
Reference Generator, ur(t) coincides with ud(t) (see Fig. 4b)
when |φr(t)| < φmax = 30◦ (see Fig. 4a), and they differ in
case |φr(t)| = φmax = 30◦.
The initial conditions of vehicle are: φ(0) = φ˙(0) = 0,
u(0) = 25m/s, and the remaining states are all zero at t = 0.
For the QSMC, UVC and EUVC controllers of the previous
section, one considers the following control parameters: c = 2
in (9), 1 = 0.75, 2 = 0.1 (widths of the boundary layers B1
and B2, respectively) in (10), and η = 1 in (10), (12), (14).
In the sequel, the obtained closed-loop simulation results
are presented and discussed. One begins treating the ideal
case with nominal parameters and no external disturbances, i.e.
F1 ≡ F2 ≡ F3 ≡ Vw ≡ 0 in (2)–(3). Parametric uncertainties
and external disturbances will be considered afterwards. One
sees in Fig. 4a that the tilting angle with the QSMC (φs(t))
and EUVC (φe(t)) controllers adequately tracks the reference
tilting angle φr(t) determined by the Reference Generator.
Note that, in comparison to the EUVC controller, the QSMC
exhibits an overall better tracking precision. Fig. 4b presents
the tracking of the reference velocity ur(t) with the QSMC
(us(t)) and EUVC (ue(t)) controllers. Both controllers achieve
a reasonable tracking precision. However, one concludes from
Fig. 4d (steering angle in radians) and Fig. 4f that the inputs
δ(t) and Tm(t) determined by the EUVC controller cannot
be implemented in practice: both exhibit chattering (high fre-
quency switching), and furthermore the steering angle δ(t)
violates physical constraints since the front wheels of the
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vehicle spin in many full circles to the left and to the right
(δ(t) exceeds 50rad!). Although not shown here due to lack of
space, the UVC controller also had these drawbacks, and with
control amplitudes larger than the ones of EUVC: Tm(t) is
considerably larger, and δ(t) of UVC is in the order of 107rad!
For the prototype of the 3-wheeled vehicle here considered,
the maximum admissible steering angle of the front wheels
is 45◦. On the other hand, the inputs determined by the
QSMC controller can be implemented in practice: chattering
is avoided in both inputs δ(t) and Tm(t), and δ(t) did not
violate these physical constraints, as seen in Fig. 4c, Fig. 4e
and Fig. 4f (steering angle in degrees). Although not presented
here, the amplitude of the input torque Tm(t) has two peaks:
one of 5 × 105N.m at the instant t = 31.5s, and the other
one of −1.1 × 105N.m at t = 50.1s. They occur precisely
when the reference velocity ur(t) presents a fast variation (see
Fig. 4b), and are about 100 times smaller than the resultant
torque amplitude with the EUVC controller (see Fig. 4f).
However, apart from these peaks, the input torque amplitude
is significantly smaller: its typical order of magnitude is as
shown in Fig. 4e (detailed view on the time interval [10, 20]).
Furthermore, from Fig. 4c and Fig. 4f (detailed view on the time
interval [10, 20]), notice that the input steering angle δ(t) with
the QSMC controller envolves within the maximum admissible
value of 45◦ for the vehicle. Apart from the few observed
oscillations of high amplitude and fast variation, one has that
δ(t) ∼= δd(t), and thus one concludes that the QSMC controller
solves the control problem. Such oscillations correspond to an
STR (Steering Tilt Control) system. Indeed, note from Fig. 4a
that they occur precisely when φr(t) exhibits relatively fast
variations. The steering angle δ(t) of the front wheels then
oscillates so that the vehicle tilts and its tilting angle keeps up
with the reference tilting angle. Such behavior is intuitive and
is expected from the physical point of view.
Now, parametric uncertainties and external disturbances are
considered in (2)–(3). Recall that Vw(t) corresponds to the
speed of lateral winds on the vehicle and F1(t), F2(t), F3(t)
are ground forces exerted on its wheels. Here one assumes that
these disturbances vary randomly with |Fi(t)| ≤ 800N, for
i = 1, 2, 3, and 5m/s ≤ Vw(t) ≤ 12m/s, as shown in Fig. 4h
(one depicts Vw(t) × 50 for the sake of clarity and, although
not presented, F2(t) and F3(t) are similar to F1(t)). It was
verified that |d2(φ, t)| < D , 70 in (2)–(3) for |φ| < pi/4
and t ≥ 0. Hence, in order for the QSMC controller to reject
these disturbances, it suffices to replace η by η + D in the
control law for δ in (10) (see [11] for details). One also
assumes that the nominal mass m = 500kg of the vehicle and
the nominal height h = 1m of its center of gravity have an
uncertainty of +20% and −5%, respectively. Such uncertainties
were not explicitly considered in the control laws (10) due
to the complexity involved in the determination of an upper
bound for the parametric deviation in (2)–(3). Nonetheless,
it is reasonable to expect that the sat terms in (10) already
ensure some degree of robustness. Fig. 4i and Fig. 4j exhibit
the results obtained for the (modified) QSMC controller in the
presence of the considered external disturbances and parametric
uncertainties. Notice that the obtained input δ(t) and tracking
precision in such situation are very similar to the ideal case
treated above with no external disturbances and parametric
uncertainties (see Fig. 4c and Fig. 4a, respectively). Thus, the
designed QSMC controller is robust and adequately solves the
control problem.
VI. CONCLUSIONS
This paper presented a control strategy based on sliding mode
controllers for tracking the steering angle and velocity desired
by the driver of a tilting 3-wheeled vehicle. As opposed to
other works in the literature, where the choice of the controller
structure relied on reduced order approximate models, here
the controllers were designed directly on the complete 9-DOF
model of a prototype of the vehicle. The simulation results
have shown that the QSMC controller provides a reasonable
solution to the control problem with robustness properties and
no chattering. Currently under investigation is the adaptation of
the UVC and EUVC control laws so as to reduce the amplitudes
of the inputs and avoid chattering. It seems that this can be
achieved by means of an adequate linear combination of the
sliding surfaces.
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(a) Reference tilting angle φr(t), and tilting angles
with the QSMC (φs(t)) and EUVC (φe(t)) controllers.
(b) Desired velocity ud(t) of the driver, reference
velocity ur(t), and velocities with the QSMC (us(t))
and EUVC (ue(t)) controllers.
(c) Desired steering angle δd(t) of the driver and input
steering angle δ(t) with the QSMC controller.
(d) Input steering angle with the EUVC controller.
(e) Input torque with the QSMC controller for 10 ≤
t ≤ 20.
(f) Input torque with the EUVC controller.
(g) Detail of the desired steering angle δd(t) and input
δ(t) with the QSMC controller for 10 ≤ t ≤ 20.
(h) External disturbances: ground forces exerted on the
rear wheel (F1) and lateral winds on the vehicle (Vw).
(i) Input steering angle from the QSMC controller with
external disturbances and parametric uncertainties.
(j) Reference (φr) and input tilting angle (φs) from
the QSMC controller with disturbances and parametric
uncertainties.
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RASTREAMENTO DE AˆNGULO DE ESTERC¸O E VELOCIDADE LONGITUDINAL
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Abstract— This work treats the problem of tracking the steering angle and the longitudinal velocity desired
by the driver of a tilting three-wheeled vehicle, which uses a STC (Steering Tilt Control) system, while keeping
the tilting angle within a safety margin. Differently from the common practice adopted in the literature, in
which controller design is carried out on simplified models of reduced order for the vehicle, this work proposes:
(a) a feedback linearization designed directly on a model with 9 degrees-of-freedom for the tilting vehicle, and
(b) a LQR designed on the linearized system of such model. The obtained closed-loop simulation results for both
of theses controllers are presented under nominal conditions and under external disturbances and parametric
uncertainties.
Keywords— Tilting vehicle, Tracking, Feedback linearization, LQR.
Resumo— Este trabalho trata do problema de rastreamento do aˆngulo de esterc¸o e da velocidade longitudinal
desejadas pelo condutor de um ve´ıculo inclina´vel de treˆs rodas, o qual utiliza um sistema STC (Steering Tilt
Control), ao mesmo tempo em que o aˆngulo de inclinac¸a˜o do ve´ıculo e´ mantido dentro de uma margem de
seguranc¸a. Diferentemente da pra´tica comum adotada na literatura, em que o projeto dos controladores e´
realizado sobre modelos simplificados de ordem reduzida do ve´ıculo, este trabalho propo˜e: (a) uma realimentac¸a˜o
linearizante projetada diretamente sobre um modelo de 9 graus de liberdade do ve´ıculo inclina´vel, e (b) um
regulador linear quadra´tico projetado sobre o sistema linearizado de tal modelo. Sa˜o apresentados os resultados
de simulac¸a˜o obtidos em malha-fechada com esses dois controladores sob condic¸o˜es nominais e sob perturbac¸o˜es
externas e incertezas parame´tricas.
Palavras-chave— Ve´ıculo inclina´vel, Rastreamento, Realimentac¸a˜o linearizante, LQR.
1 Introduc¸a˜o
Um problema que tem se agravado nas u´ltimas de´-
cadas nas metro´poles mundiais e´ o grande nu´mero
de congestionamentos, o qual possui como causa
principal o aumento na quantidade de automo´veis
em circulac¸a˜o pois estes ocupam um espac¸o f´ısico
considera´vel nas rodovias e geralmente transpor-
tam um nu´mero relativamente baixo de passagei-
ros. Uma maior quantidade de ve´ıculos em circu-
lac¸a˜o causam um incremento no gasto de tempo e
de combust´ıvel, aumentando, por sua vez, a emis-
sa˜o de gases poluentes. Diante disso, os pesqui-
sadores buscam desenvolver soluc¸o˜es alternativas
para o problema da mobilidade urbana, onde os
triciclos surgem como uma soluc¸a˜o promissora na
busca por ve´ıculos relativamente pequenos e com
impacto ambiental reduzido. Inicialmente, os tri-
ciclos foram projetados como ve´ıculos esportivos,
mas ao longo dos anos foram aprimorados para o
transporte de pessoas sob a perspectiva de melho-
rar a mobilidade urbana (Chiou et al., 2009; Ki-
dane et al., 2010).
A Fig. 1a e 1c mostram a vista frontal e late-
ral do proto´tipo de um ve´ıculo inclina´vel de treˆs
rodas desenvolvido no Laborato´rio de Inovac¸a˜o
(LI) da Universidade Federal de Santa Catarina
(UFSC), o qual apresenta duas rodas dianteiras
e uma roda traseira, e possibilita o transporte do
condutor e de um passageiro em se´rie. Para que
o ve´ıculo possa fazer curvas em alta velocidade,
e´ necessa´rio que o corpo do proto´tipo se incline
de maneira semelhante a uma motocicleta. Isto
ocorre por meio da variac¸a˜o do aˆngulo de camba-
gem das rodas dianteiras, que e´ o aˆngulo entre o
plano xy e o plano do pneu. O aˆngulo de inclina-
c¸a˜o do ve´ıculo corresponde ao aˆngulo de rolagem φ
mostrado na Fig. 1c. Desse modo, o proto´tipo uti-
liza um sistema STC (Steering Tilt Control). No
entanto, uma dificuldade te´cnica e´ que esse ve´ıculo
se comporta como um peˆndulo invertido com rela-
c¸a˜o a` dinaˆmica de φ, tornando a sua conduc¸a˜o em
malha-aberta invia´vel. Portanto, sa˜o necessa´rias
estrate´gias de controle em malha-fechada para que
o ve´ıculo possa ser conduzido de maneira relativa-
mente simples e com seguranc¸a para os passagei-
ros.
(a) (b) (c)
Figura 1: (a) Vista frontal (esquerda) do proto´tipo
de um ve´ıculo inclina´vel de treˆs rodas desenvolvido no
LI-UFSC, (b) aˆngulo de esterc¸o (δ) e (c) aˆngulo de
rolagem (φ), guinada (θ) e arfagem (ψ) do ve´ıculo.
O aˆngulo de esterc¸o (δ) das duas rodas dian-
teiras do proto´tipo e´ mostrado na Fig. 1b, e u = x˙
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e´ a velocidade longitudinal do ve´ıculo.
O objetivo principal deste trabalho e´ projetar
controladores em malha-fechada que mantenham
o aˆngulo de esterc¸o δ e velocidade longitudinal
u do ve´ıculo relativamente pro´ximas das trajeto´-
rias δd e ud desejadas pelo condutor, ao mesmo
tempo em que o aˆngulo de inclinac¸a˜o φ do ve´ıculo
e´ mantido dentro de uma margem de seguranc¸a
pre´-estabelecida. Com isso, o ve´ıculo podera´ ser
conduzido com facilidade e seguranc¸a em malha-
fechada. A ide´ia principal e´ que os controlado-
res projetados forcem o aˆngulo de inclinac¸a˜o φ e
a velocidade u do ve´ıculo a rastrearem determi-
nadas trajeto´rias de refereˆncia φr e ur adequa-
das, respectivamente, com |φr(t)| evoluindo den-
tro da margem de seguranc¸a pre´-estabelecida de
φmax = pi/6 (= 30
◦). A gerac¸a˜o de tais traje-
to´rias φr e ur e´ realizada a partir dos comandos
referentes ao aˆngulo de esterc¸o δd e a` velocidade
ud enviados pelo condutor, e de um modelo sim-
plificado para a dinaˆmica de φ, representado por
um modelo de 2-GL (graus de liberdade) de uma
bicicleta (a Sec¸a˜o 3 detalha essa estrate´gia de con-
trole e descreve como a mesma resolve o referido
problema de controle). No entanto, ressaltamos
que os controladores sera˜o projetados com base
em um modelo na˜o-linear com 9-GL do proto´tipo
de um ve´ıculo inclina´vel de treˆs rodas descrito
anteriormente. O problema de controle descrito
acima, foi resolvido em (Gaudenzi et al., 2013; Fa-
ria et al., 2010) pelo uso de controladores por mo-
dos deslizantes projetados sobre um modelo de 2-
GL de uma bicicleta, e os ganhos do controlador
para o modelo de 9-GL do ve´ıculo inclina´vel de
treˆs rodas foram ajustados heuristicamente. Ja´
em (Morita et al., 2016) foram utilizados contro-
ladores baseados em modos deslizantes projetados
diretamente sobre o modelo do ve´ıculo de 9-GL.
O controle de inclinac¸a˜o para ve´ıculos de
quatro rodas foi tratado nos trabalhos (Mourad
et al., 2014; Mourad et al., 2012; Mourad et al.,
2011), com base em controle LQR, LPV (Li-
near Parameter-Varying) e H2 robusto, respecti-
vamente. O projeto desses controladores foi reali-
zado sobre o sistema linearizado de um modelo de
3-GL de uma bicicleta, ja´ (Claveau et al., 2014)
foi projetado um controlador baseado em flatness
sobre o modelo na˜o-linear da bicicleta, as estrate´-
gias de controle nestes trabalhos dependem de um
modelo interno linear para representar o compor-
tamento do condutor, que e´ de certo modo arti-
ficial. Diferentemente destes trabalhos, neste ar-
tigo projetaremos uma realimentac¸a˜o linearizante
diretamente sobre o modelo de 9-GL do ve´ıculo e
um regulador linear quadra´tico (LQR) sobre o sis-
tema linearizado de tal modelo, sem a necessidade
de um modelo interno referente ao condutor.
Descreveremos agora organizac¸a˜o deste traba-
lho. Apresentamos na Sec¸a˜o 2 o referido modelo
na˜o-linear com 9-GL do proto´tipo de um ve´ıculo
inclina´vel de treˆs rodas, juntamente com o sistema
linearizado associado que sera´ utilizado para se
projetar um controlador LQR. A Sec¸a˜o 3 explica
em detalhes a estrate´gia de controle em malha-
fechada adotada para se resolver problema de con-
trole descrito acima. Na Sec¸a˜o 4, projetaremos os
seguintes controladores para rastreamento das tra-
jeto´rias de refereˆncia φr e ur: (a) um controlador
LQR atrave´s de desigualdades matriciais lineares
(LMIs), e (b) um controlador na˜o-linear baseado
em realimentac¸a˜o linearizante. Os resultados de
simulac¸a˜o obtidos em malha-fechada sa˜o mostra-
dos e analisados na Sec¸a˜o 5.
2 Dinaˆmica Na˜o-Linear e Linearizada do
Ve´ıculo Inclina´vel de Treˆs Rodas
Baseado na metodologia Euler-Lagrange multicor-
pos, a dinaˆmica do proto´tipo de um ve´ıculo incli-
na´vel de treˆs rodas descrito na Introduc¸a˜o e´ dada
pelo seguinte modelo na˜o-linear com 9-GL:
q¨ = −M−1 (q) [Cq˙+K (q)q− F (q, q˙, t)] , (1)
onde q = (x, y, z1, z2, z3, z4, ψ, φ, θ) ∈ R9 e q˙ =(
u, v, z˙1, z˙2, z˙3, z˙4, ψ˙, φ˙, θ˙
)
∈ R9 sa˜o os vetores de
coordenadas e velocidades generalizadas, respecti-
vamente, x e y sa˜o respectivamente os movimentos
longitudinal e transversal, z1 o movimento vertical
da roda traseira, z2 o movimento vertical do corpo
principal do ve´ıculo, z3 e z4 sa˜o respectivamente os
movimentos verticais das rodas dianteiras direita
e esquerda, ψ, φ e θ sa˜o os aˆngulos de guinada, ro-
lagem e arfagem, respectivamente (veja a Fig. 1c),
F ∈ R9 e´ o vetor de excitac¸a˜o, e M(q) ∈ R9×9, C
∈ R9×9 e K(q) ∈ R9×9 sa˜o respectivamente as ma-
trizes de ine´rcia, amortecimento e rigidez. Temos
que M(q) e´ sime´trica e positiva definida, para q ∈
R9. Detalhes completos da modelagem do ve´ıculo
sa˜o apresentados em (Gaudenzi et al., 2013). De
(1), temos que a dinaˆmica da velocidade longitu-
dinal u = x˙ e inclinac¸a˜o φ do ve´ıculo sa˜o descritas
por
u˙ = f1 (u) + k21Tm,
φ¨ = f2 (q, q˙) + d2 (φ, t) + g2 (u, φ) δ,
(2)
onde





k1z˙1 + k2z˙2 + k3(z˙3 + z˙4)












+ k15ψ˙ + k16y˙ + k18φ˙u
]
,
d2(φ(t), t) = −k9 sin(φ)
α(φ)
[

















k20u2 cos(φ) + k9 cos(φ)− k5
α(φ)
,
α(φ) = cos2 (φ) + 0.8255 cos (φ) + 9.3597,
(3)
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os controles sa˜o o aˆngulo de esterc¸o δ das rodas
dianteiras (vide Fig. 1b) e o torque mecaˆnico Tm
aplicado na roda traseira para produzir o movi-
mento longitudinal do ve´ıculo, Vw e´ a velocidade
dos ventos laterais sobre o ve´ıculo, e F1, F2, F3
sa˜o as forc¸as exercidas nas rodas pelo solo. Os
valores dos paraˆmetros k1, . . . , k21 ∈ R sa˜o mos-
trados na Tabela 1, sendo determinados a partir
dos paraˆmetros f´ısicos do proto´tipo considerados
em (Gaudenzi et al., 2013). A func¸a˜o g2 e´ positiva
para |φ| < 90◦(graus) e u > 0. Ressaltamos que,
em (2), u˙ depende somente de u e de Tm, e φ¨ na˜o
depende de Tm. A dinaˆmica das demais varia´veis
do vetor de estado (q, q˙) sa˜o omitidas por falta de
espac¸o.
Tabela 1: Valores dos coeficientes em (3).
k1 = 124.41 k2 = 207.36 k3 = 41.47
k4 = 755.5 k5 = 12200 k6 = 897.34
k7 = 13200 k8 = 1340 k9 = 0.1375
k10 = 8940 k11 = 2710 k12 = k8
k13 = 0.526 k14 = 1.02 k15 = 755, 92
k16 = 229.06 k17 = k9 k18 = k3
k19 = 0.09 k20 = 0, 0005 k21 = 0.007
2.1 Modelo Linearizado
Na sequeˆncia sera´ feita a linearizac¸a˜o de (1). Por
construc¸a˜o, o lado direito de (1) na˜o depende de x
e y. Por simplicidade, nesta sec¸a˜o consideraremos
X =
(
(z1, z2, z3, z4, ψ, φ, θ), q˙
) ∈ R16 como vetor
de estado e U = (δ, Tm) ∈ R2 como vetor de con-
trole, e desconsideraremos perturbac¸o˜es externas,
isto e´, F1 ≡ F2 ≡ F3 ≡ Vω ≡ 0 em (2)–(3). Com
isso, e´ poss´ıvel rescrever (1) como
X˙ = G (X,U) , (4)
onde G (X,U) =
(
(z˙1, z˙2, z˙3, z˙4, ψ˙, φ˙, θ˙), q¨
)
. Va-
mos agora linearizar (4) no ponto de operac¸a˜o
(X∗,U∗) correspondente a u∗ = 15 ms−1 (velo-
cidade longitudinal) e φ∗ = 0◦ (inclinac¸a˜o nula).
As demais componentes de (X∗,U∗) satisfazem
G (X∗,U∗) = 0, sendo omitidas por questa˜o de
espac¸o. O modelo linearizado do proto´tipo e´ en-
ta˜o dado por
∆X˙ = A∆X+ B∆U,
∆Y = C∆X,
(5)
onde ∆X = X − X∗ ∈ R16 e´ o vetor de estado,
∆U = U − U∗ ∈ R2 e´ o vetor de controle e
∆Y = (φ − φ∗, u − u∗) ∈ R2 e´ o vetor de sa´ıda.





, onde {e1, . . . , e16}
e´ a base canoˆnica de R16. As matrizes A e B na˜o
sa˜o mostradas por falta de espac¸o. Pode-se mos-
trar que o modelo linearizado acima e´ controla´vel,
que e´ uma propriedade fundamental para se utili-
zar um controlador LQR, pore´m na˜o e´ detecta´vel.









3 Estrate´gia de Controle
Nesta sec¸a˜o, a estrate´gia de controle em malha-
fechada adotada e´ descrita. O objetivo princi-
pal e´ projetar controladores em malha-fechada que
mantenham o aˆngulo de esterc¸o δ e a velocidade
longitudinal u do ve´ıculo relativamente pro´ximas
das trajeto´rias δd e ud desejadas pelo condutor,
respectivamente, ao mesmo tempo em que o aˆn-
gulo de inclinac¸a˜o φ do ve´ıculo permanece dentro
de uma margem de seguranc¸a. Ressaltamos que
na˜o ha´ acoplamento mecaˆnico entre δd e δ: sis-
tema drive-by-wire. Assumimos que todos os es-
tados X(t) do ve´ıculo podem ser realimentados.
O diagrama de blocos da estrate´gia de controle
em malha-fechada e´ mostrado na Fig. 2, que
e´ a mesma metodologia utilizada em (Gaudenzi
et al., 2013). O condutor estabelece o aˆngulo
de esterc¸o desejado δd(t) e a velocidade desejada
ud(t), os quais dependem de δ(t), u(t) e das de-
mais varia´veis de estado de X(t). A partir de δd e
ud, o Gerador de Trajeto´rias determina as trajeto´-
rias de refereˆncia φr e ur, com |φr| ≤ φmax = pi/6
(maiores detalhes na sequeˆncia). Na malha in-
terna do diagrama ha´ o Controlador de Rastre-
amento que determina os sinais controles δ(t) e
Tm(t) de modo que φ(t) e u(t) rastreiem assintoti-
camente as trajeto´rias de refereˆncia φr(t) e ur(t),
respectivamente. O condutor faz o papel de uma









ud (t) ur (t)




Figura 2: Diagrama da estrate´gia de controle.
Para o Gerador de Trajeto´rias, considere que
δd e ud sa˜o amostrados com um determinado pe-
r´ıodo T > 0. As trajeto´rias de refereˆncias φr(t)
e ur(t) sa˜o escolhidas como func¸o˜es lineares por
partes dadas por:
φr (t) = φr (kT ) +
φr ((k + 1)T )− φr (kT )
T
(t− kT ) ,
ur (t) = ur (kT ) +
ur ((k + 1)T )− ur (kT )
T
(t− kT ) ,
(6)
com t ∈ [kT, (k + 1)T ), k ∈ N. Por construc¸a˜o,
φ¨r ≡ 0. Resta-nos enta˜o especificar os valores
de φr (kT ), φr ((k + 1)T ), ur (kT ) e ur ((k + 1)T ).
Para isto, nos basearemos em um modelo simplifi-
cado de ordem reduzida para φ: o modelo de uma








onde g e´ a acelerac¸a˜o da gravidade e l o compri-
mento da bicicleta. Tal modelo simplificado cap-
tura as principais caracter´ısticas da dinaˆmica de
φ(t) do triciclo (veja (Gaudenzi et al., 2013) para
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maiores detalhes). Note a semelhanc¸a de (7) com
(2). Relembre que φ¨r ≡ 0. Portanto, tomando
por base (7), e´ razoa´vel escolhermos
φr (kT ) = −tan−1
(
ud




Seja φmax = pi/6 o ma´ximo aˆngulo admiss´ıvel para
|φ(t)| de modo a se conduzir o ve´ıculo com se-
guranc¸a. Se em (8) tivermos |φr (kT )| ≤ φmax,
especificamos enta˜o ur (kT ) = ud (kT ). Caso con-
tra´rio, escolha φr (kT ) = −sign (δ(kT ))φmax e
ur (kT ) =
√
− tan (φr (kT )) gl
δd (kT )
, (9)
ou seja, a velocidade desejada ud(kT ) e´ penali-
zada de modo a manter o valor do aˆngulo de es-
terc¸o desejado δd(KT ). No que, neste caso, temos
que ur(kT ) 6= ud(kT ). A mesma ide´ia e´ aplicada
para determinar φr ((k + 1)T ) e ur ((k + 1)T ).
Para isto, atrasamos as amostras de δd(kT ) e
ud(kT ) por T ∼= 0, e em (8) e (9) substituimos
δd(kT ) e ud(kT ) por δd((k− 1)T ) e ud((k− 1)T ),
respectivamente. Por exemplo, se em (8) tiver-
mos |φr (kT )| ≤ φmax, enta˜o tomamos ur(kT ) =
ud((k − 1)T ), e assim por diante.
Por construc¸a˜o, φ¨r ≡ 0, |φr(t)| ≤ φmax, e
em geral temos ur(t) ∼= ud(t). Sob rastreamento
perfeito em malha-fechada, ou seja, φ(t) = φr(t)
e u(t) = ur(t), a dinaˆmica simplificada para φ(t)
em (7) juntamente com (8) e (9) asseguram que
δ(t) ∼= δd(t), de modo que para o modelo com-
pleto do ve´ıculo com 9-GL e´ razoa´vel esperarmos
que δ(t) ∼= δd(t), resolvendo-se assim o problema
de controle. A pro´xima sec¸a˜o descreve o projeto
do Controlador de Rastreamento por 2 me´todos
diferentes: LQR e realimentac¸a˜o linearizante.
4 Projeto do Controlador de
Rastreamento
Sejam ur(t) e φr(t) as trajeto´rias de refereˆncias
em (6) determinadas pelo Gerador de Trajeto´-
rias da Figura 2 acima, e considere os erros de
rastreamento e1 = u − ur e e2 = φ − φr cor-
respondentes, respectivamente. Para o Controla-
dor de Rastreamento, propomos neste trabalho:
projetar um regulador linear quadra´tico (LQR)
com base no sistema linearizado (5), conforme
(Laurent El Ghaoui, 1994); e projetar uma reali-
mentac¸a˜o linearizante (RL) diretamente na dinaˆ-
mica na˜o-linear (2)–(3), conforme (Isidori, 1995).
Para projetarmos estes controladores, considera-
remos que F1 ≡ F2 ≡ F3 ≡ Vω ≡ 0 em (2)–(3),
ou seja, que na˜o ha´ perturbac¸o˜es externas. Tais
perturbac¸o˜es sera˜o consideradas nos resultados de
simulac¸a˜o da Sec¸a˜o 5.
4.1 LQR
As trajeto´rias de refereˆncia φr(t) e ur(t) em (6)
sa˜o lineares por partes. Desse modo, o duplo inte-
grador e´ um modelo interno para tais refereˆncias.
O sistema aumentado resultante e´ dado por:
ξ˙ = Amfξ + Bmf∆U− Brr,
∆Y = C∆X,
(10)
onde ξ = (∆X, xm) ∈ R20 e´ o vetor de estado au-
mentado, xm ∈ R4 e´ o estado do modelo interno,
r = (φr, ur) e´ o vetor de refereˆncia, e as matri-
zes Amf , Bmf , Br sa˜o determinadas diretamente
a partir de (5) e do modelo interno. Nosso obje-
tivo e´ determinar uma realimentac¸a˜o de estados





z′(t)z(t)dt, onde z = Czξ + Dz∆U,
e Cz, Dz sa˜o matrizes diagonais definidas positi-
vas, correspondentes a`s ponderac¸o˜es sobre os es-
tados e os controles, respectivamente. De acordo
com a metodologia descrita em (Laurent El Gha-
oui, 1994), reca´ımos na seguinte LMI (Linear Ma-
triz Inequality):











onde N = (CzQ+DzΥ)
′, ξ (0) e´ a condic¸a˜o ini-
cial, e I e´ a matriz identidade (de ordem ade-
quada). Sejam Q = Q′ e Υ soluc¸o˜es da LMI (11).
Enta˜o, a matriz de ganho K que minimiza o fun-
cional J e´ dada por K = ΥQ−1. Determinamos
assim a seguinte lei de controle LQR:
∆U = (δ − δ∗, Tm − Tm∗) = Kξ = ΥQ−1ξ. (12)
4.2 Realimentac¸a˜o Linearizante (RL)
Relembre que, em (2)–(3), temos g2(φ, u) > 0 para
|φ| < 90◦ e u > 0. Assim, as sa´ıdas y1 = u e
y2 = φ possuem grau relativo ρ1 = 1 e ρ2 = 2,
respectivamente. Portanto, e´ imediato que as se-




[−f1 (u) + v1] , δ = 1
g2 (u, φ)
[−f2 (q, q˙) + v2]
(13)
asseguram que u˙ = v1 e φ¨ = v2 em malha-fechada,
onde v1, v2 ∈ R sa˜o as novas entradas. Escolhendo
v1 = u˙r − c1e1, v2 = φ¨r − c2e˙2 − c3e2 − c4
∫
e2,
temos que as dinaˆmicas dos erros de rastreamento
em malha-fechada sa˜o dadas por e˙1 + c1e = 0,
e¨2 + c2e˙2 + c3e2 +
∫
e2 dτ = 0, onde os ganhos
de controle c1,c2,c3,c4 > 0 ∈ R sa˜o especificados
de modos que os po´los de tais dinaˆmicas possuam
partes reais negativas. Note que v2 tem ac¸a˜o PID.
5 Resultados de Simulac¸a˜o
As Figs. 3b e 3c mostram a intenc¸a˜o do condu-
tor do ve´ıculo para a velocidade e o aˆngulo de
esterc¸o durante um intervalo de tempo de 160s:
ui(t) e δi(t), respectivamente. Pore´m, δi(t), ui(t)
e u˙i(t) (acelerac¸a˜o) apresentam variac¸o˜es bruscas
do tipo degrau, na˜o correspondendo assim a um
comportamento realista para o condutor. Diferen-
temente de (Gaudenzi et al., 2013), neste trabalho
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realizaremos simulac¸o˜es que sejam mais pro´ximas
de uma situac¸a˜o pra´tica e, desse modo, propomos
que as trajeto´rias ud(t) e δd(t) desejadas pelo mo-
torista correspondam a uma suavizac¸a˜o de ui(t) e
δi(t), respectivamente. Isto foi atingido pela uti-
lizac¸a˜o de um filtro de primeira ordem com cons-
tante de tempo τ = 0, 5; as entradas do filtro sa˜o
as intenc¸o˜es do motorista ui(t) e δi(t) (i.e. o que
ele tem em mente), e as sa´ıdas sa˜o os comandos
efetivamente desejados ud(t) e δd(t), respectiva-
mente, como mostrado nas Figs. 3b e 3c. Esco-
lhemos T = 0, 1s e φmax = 30
◦. As trajeto´rias
de refereˆncia correspondentes φr(t) e ur(t) deter-
minadas pelo Gerador de Trajeto´rias sa˜o exibidas
nas Figs. 3a (em graus) e 3b, respectivamente.
Considere que as condic¸o˜es iniciais do ve´ıculo
sa˜o: φ(0) = φ˙(0) = 0, u(0) = 25 ms−1, e as
demais varia´veis de estados sa˜o nulas. Para o
controlador LQR, escolhemos as seguintes matri-
zes de ponderac¸a˜o: Dz = diag(0, 005; 0, 001), Cz =
diag(0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 0, 5; 1; 0, 25; 1; 0, 5; 0, 1; 0, 1;
0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 0, 1; 25; 20; 1; 1). Para o contro-
lador RL, foram utilizados os ganhos: c1 = 2,
c2 = 20, c3 = 40, 5 e c4 = 41. Comec¸aremos
mostrando os resultados de simulac¸a˜o obtidos
em malha-fechada para o caso ideal, ou seja,
sem perturbac¸o˜es externas e sem incertezas
parame´tricas. Percebemos pela Fig. 3a que
o aˆngulo de inclinac¸a˜o do ve´ıculo rastreia a
trajeto´ria de refereˆncia φr(t) com uma precisa˜o
satisfato´ria: φlq(t) e φrl(t) sa˜o os aˆngulos de
inclinac¸a˜o obtidos com os controladores LQR e
RL, respectivamente. Do mesmo modo, a Fig.
3b mostra que a velocidade do ve´ıculo tambe´m
rastreia a trajeto´ria de refereˆncia ur(t) com
boa precisa˜o: ulq(t) para o LQR e url(t) para
o RL. Analisaremos agora os sinais de controle
resultantes δ(t) (aˆngulo de esterc¸o das rodas
dianteiras) e Tm(t) (torque aplicado na roda
traseira). Pela Fig. 3c, vemos que aˆngulos de
esterc¸o produzidos pelos controladores LQR δlq(t)
e RL δrl(t) sa˜o poss´ıveis de serem implementados
no ve´ıculo, pois os mesmos na˜o ultrapassam
δmax = 45
◦, que e´ o esterc¸o ma´ximo suportado
pelo ve´ıculo. Conforme o esperado, temos que
δd(t) ∼= δlq(t) ∼= δrl(t) (maiores detalhes no
intervalo de tempo [10, 20] na Fig. 3e). Ressal-
tamos que os picos de oscilac¸a˜o presentes em
δlq(t) e δrl(t) na Fig. 3c sa˜o inerentes ao sistema
STC (Steering Tilt Control) do ve´ıculo. A Fig.
3d mostra as entradas torque produzidos pelo
LQR Tmlq e RL Tmrl. Note que os picos com
amplitude pro´xima de ±5000N.m ocorrem nos
mesmos instantes de tempo em que a velocidade
de refereˆncia ur(t) apresenta variac¸o˜es ra´pidas
(veja a Fig. 3b).
Agora, simularemos com perturbac¸o˜es exter-
nas e incertezas parame´tricas em (2)–(3). Assumi-
mos que as perturbac¸o˜es variam randomicamente,
com |Fi(t)| ≤ 800N, para i = 1, 2, 3, e 5m/s ≤
Vω(t) ≤ 12m/s, onde F1(t), F2(t) e F3(t) sa˜o as
forc¸as exercidas nas rodas pelo solo, e Vω(t) e´ a
velocidade dos ventos laterais sobre o ve´ıculo. Na
Fig. 3f sa˜o mostradas F1(t) e Vω(t) × 50. Na˜o
mostramos F2(t) e F3(t) por serem similares a
F1(t). Assumindo que os valores nominais para a
massa e a altura do centro do gravidade do ve´ıculo
sa˜o m = 500kg e h = 1m, respectivamente, va-
mos considerar incertezas parame´tricas de +20%
e −5%, respectivamente. Os resultados de simu-
lac¸a˜o sa˜o apresentados nas Figs. 3g e 3h, os quais
sa˜o semelhantes aos obtidos para o caso nominal
nas Fig. 3a e 3c, respectivamente. As preciso˜es
do rastreamento de ur(t) e as entradas de torque
obtidas com os controladores LQR e RL sa˜o se-
melhantes aos mostrados para o caso nominal nas
Fig. 3b e 3d, respectivamente, na˜o sendo exibidas
por questa˜o de espac¸o.
Por fim, a Tabela 2 apresenta os ı´ndices de
desempenho obtidos com o controlador LQR e o
RL, tanto no caso nominal (N) quanto no caso
com perturbac¸o˜es externas e incertezas parame´tri-
cas (P). Percebemos que o controlador RL apre-
sentou um melhor desempenho em ambos os casos:
maior precisa˜o de rastreamento e menor esforc¸o de
controle. Isto, de certa forma, era esperado, por
se tratar de um controlador na˜o-linear projetado
diretamente sobre o modelo completo (2)–(3).
Tabela 2: Valores dos ı´ndices de desempenho para os con-
troladores LQR e RL, considerando o caso nominal (N) e o
caso com perturbac¸o˜es externas e incertezas parame´tricas
(P).
I´ndice LQR (N) RL (N) LQR (P) RL (P)∫
e21 0, 0079 0, 00012 0, 0094 0, 0029∫
δ2 0, 374 0, 3664 0, 3718 0, 3775∫
e22 110, 2 6, 25 110, 2 6, 25∫
T 2m 1, 14×108 8×106 1, 14×108 8×106
6 Concluso˜es
Este trabalho apresentou uma estrate´gia de con-
trole em malha-fechada para o rastreamento do
aˆngulo de esterc¸o e da velocidade longitudinal de-
sejadas pelo condutor de um ve´ıculo inclina´vel de
treˆs rodas, ao mesmo tempo em que aˆngulo de
inclinac¸a˜o do ve´ıculo e´ mantido dentro de uma
margem de seguranc¸a. Projetamos um contro-
lador LQR sobre um modelo linearizado e uma
realimentac¸a˜o linearizante diretamente sobre um
modelo completo na˜o-linear. A realimentac¸a˜o li-
nearizante apresentou um melhor desempenho em
termos de uma maior precisa˜o de rastreamento e
um menor esforc¸o de controle.
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(a) Refereˆncia do aˆngulo de incli-
nac¸a˜o φr(t) e inclinac¸a˜o do ve´ıculo
obtida com os controladores LQR
φlq(t) e RL φrl(t).


























(b) Intenc¸a˜o de velocidade ui(t) e
velocidade desejada ud(t) referen-
tes ao condutor, refereˆncia de velo-
cidade ur(t) e velocidade do ve´ıculo
obtida com os controladores LQR
ulq(t) e RL url(t).
























(c) Intenc¸a˜o do aˆngulo de esterc¸o
δi(t) e aˆngulo de estec¸o desejado
δd(t) referentes ao condutor e en-
tradas aˆngulo de esterc¸o produzi-
das pelos controladores LQR δlq(t)
e RL δrl(t).






















(d) Entrada torque mecaˆnico pro-
duzidas pelos controladores LQR
Tmlq e RL Tmrl.























(e) Detalhes da intenc¸a˜o do aˆn-
gulo de esterc¸o δi(t) e aˆngulo de
estec¸o desejado δd(t) referentes ao
condutor e entradas aˆngulo de es-
terc¸o produzidas pelos controlado-
res LQR δlq(t) e RL δrl(t) para
10 ≤ t ≤ 20.


























(f) Forc¸a exercida na roda traseira
pelo solo F1(t) e ventos laterais so-
bre o ve´ıculo Vω(t).
























(g) Intenc¸a˜o do aˆngulo de esterc¸o
δi(t) e aˆngulo de estec¸o desejado
δd(t) referentes ao condutor e en-
tradas aˆngulo de esterc¸o produzi-
das pelos controladores LQR δlq(t)
e RL δrl(t) com perturbac¸o˜es exter-
nas e incertezas parame´tricas.





























(h) Refereˆncia do aˆngulo de incli-
nac¸a˜o φr(t) e inclinac¸a˜o do ve´ıculo
obtida com os controladores LQR
φlq(t) e RL φrl(t) com perturbac¸o˜es
externas e incertezas parame´tricas.
Figura 3: Resultados de simulac¸a˜o do sistema de controle.
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1; Ix2 = m2h
2














2); Iyz2 = 0; Ixy2 = 0;
Matrizes do Modelo Euler-Lagrange do veículo
\bfM (\bfq ) =
\left[             
m11 m12 m13 m14 m15 m16 m17 m18 m19
m21 m22 m23 m24 m25 m26 m27 m28 m29
m31 m32 m33 m34 m35 m36 m37 m38 m39
m41 m42 m43 m44 m45 m46 m47 m48 m49
m51 m52 m53 m54 m55 m56 m57 m58 m59
m61 m62 m63 m64 m65 m66 m67 m68 m69
m71 m72 m73 m74 m75 m76 m77 m78 m79
m81 m82 m83 m84 m85 m86 m87 m88 m89
m91 m92 m93 m94 m95 m96 m97 m98 m99
\right]             















m27 = a2m2 + a3m3 + a4m4;





































m68 =  - m4h4 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t));
m69 = 0;
m71 = m3b3  - m4b4;















4) + (Iz1 + Iz2 + Iz3 + Iz4);
m78 =  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t))(m2h2a2 + m3h3a3 + m4h4a4)  - (Ixz1 + Ixz2 +
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Ixz3 + Ixz4);
m79 =  - Iyz2;
m81 = 0;
m82 =  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t))(m1h1 +m2h2 +m3h3 +m4h4);
m83 =  - m1h1 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t));
m84 =  - m2h2 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t));
m85 =  - m3h3 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t));
m86 =  - m4h4 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t));
m87 =  - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\phi (t))(m2h2a2 + m3h3a3 + m4h4a4)  - (Ixz1 + Ixz2 +
Ixz3 + Ixz4);
















m97 =  - Iyz2;
m98 =  - Ixy2;
m99 = Iy2;
\bfK (\bfq ) =
\left[             
k11 k12 k13 k14 k15 k16 k17 k18 k19
k21 k22 k23 k24 k25 k26 k27 k28 k29
k31 k32 k33 k34 k35 k36 k37 k38 k39
k41 k42 k43 k44 k45 k46 k47 k48 k49
k51 k52 k53 k54 k55 k56 k57 k58 k59
k61 k62 k63 k64 k65 k66 k67 k68 k69
k71 k72 k73 k74 k75 k76 k77 k78 k79
k81 k82 k83 k84 k85 k86 k87 k88 k89
k91 k92 k93 k94 k95 k96 k97 k98 k99






















k33 = kz1 + kp;





k39 =  - a2kz1;
k41 = 0;
k42 = 0;
k43 =  - kz1;
k44 = kz1 + kz2 + kz3;
k45 =  - kz2;
k46 =  - kz3;
k47 = 0;
k48 =  - gm2 \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{n}(\phi (t)) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\alpha (t));




k54 =  - kz2;








k64 =  - kz3;
k65 = 0;

























k93 =  - a2kz1;
k94 =  - l(kz2 + kz3) + a2(kz1 + kz2 + kz3);
k95 = kz2(l  - a2);





2 + (kz2 + kz3)(l  - a2)2;
\bfC =
\left[             
c11 c12 c13 c14 c15 c16 c17 c18 c19
c21 c22 c23 c24 c25 c26 c27 c28 c29
c31 c32 c33 c34 c35 c36 c37 c38 c39
c41 c42 c43 c44 c45 c46 c47 c48 c49
c51 c52 c53 c54 c55 c56 c57 c58 c59
c61 c62 c63 c64 c65 c66 c67 c68 c69
c71 c72 c73 c74 c75 c76 c77 c78 c79
c81 c82 c83 c84 c85 c86 c87 c88 c89
c91 c92 c93 c94 c95 c96 c97 c98 c99































c43 =  - cz1;
c44 = cz1 + cz2 + cz3;
c45 =  - cz2;



























































Lemma .1. Seja x \in \BbbR m o vetor de variáveis de decisão e Q(x), R(x) e
S(x) func¸ões afins de x com Q(x) = Q(x)\prime e R(x) = R(x)\prime . Considere
que:
R(x) > 0, Q(x) - S(x)\prime R(x) - 1S(x) > 0 (1)
A desigualdade (1) não é uma LMI pois não é afim na variável x,





que representa uma LMI. A condic¸ão necessária para a equivalência
é que se tenha Q(x) > 0 e R(x) > 0.
Lemma .2. Considere dois vetores v, w \in \BbbR n então a seguinte desi-
gualdade
| \langle v, w\rangle | \leq \| v\| \| w\| 
é denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz, onde \langle \cdot , \cdot \rangle é o pro-
duto escalar dos vetores correspondentes e \| \cdot \| a norma euclidiana.
Lemma .3. Para qualquer matriz simétrica e positiva definida (P =
P\top \in \BbbR n) tem-se:
\lambda min(P )\| x\| 2 \leq x\prime Px \leq \lambda max(P )\| x\| 2
Lemma .4. Para qualquer matriz simétrica e positiva definida (P =
P\top \in \BbbR n)
\| Px\| \leq \| P\| 2\| x\| 
onde \| P\| 2 =
\sqrt{} 




Parâmetros físicos do modelo do triciclo utilizados em simulac¸ão
m1 = 5 kg m2 = 500 m3 = 5 m4 = 5
h1 = 0, 5 h2 = 1 h3 = 0, 5 h4 = 0, 5
a2 = 1, 2 b = 1 l = 2, 2 kz1 = 9922.51
kz2 = 3206, 5 kz3 = 3206, 5 cz1 = 904, 75 cz2 = 301, 6
cz3 = 301, 6 kp = 99225, 1 C\alpha = 10000 A = 1
At = 3 \rho = 1, 29 fr = 0, 01 g = 9, 81
Cx = 0, 4 Cxt = 1 d = 0, 55 \eta = 1
\eta T = 1
